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Introduction

En mathématiques et plus précisément en analyse convexe, le sous di�érentiel est un

concept permettant de décrire la variation locale d'une fonction non nécessairement di�é-

rentiable dans un sens classique. Ce concept a eu de nombreuses applications importantes

à l'ensemble des problèmes dans l'optimisation convexe, l'économie, la mécanique, etc.

Le sous di�érentiel d'une fonction convexe généralise la notion de la dérivée et a fourni

ses premiers exemples à la théorie des opérateurs maximaux monotones. Parmi les sous

di�érentiels connus citons : le sous di�érentiel généralisé de Clarke, le sous di�érentiel de

Fréchet et Fréchet limite et le sous di�érentiel proximal qui est sujet de notre intérêt.

Notre mémoire est constitué de trois chapitres, nous présentons dans le premier chapitre

quelques notions et concepts de base que nous utilisons tout au long de notre travail,

on introduit la notion de la topologie faible et faible*, la semi continuité inférieure qui

joue un rôle essentiel ainsi que quelques généralités sur les multifonctions. Nous proposons

dans le deuxième chapitre deux concepts de base d'analyse non lisse : le cône proximal

et le sous di�érentiel proximal. Le cône proximal est l'ensemble de toutes les directions

v pour lesquelles il existe des normales proximales du type x − s ou x est dans Rn et

s est dans S est le point le plus proche de x. Le sous di�érentiel est formé de ce qu'on

appelle sous gradients proximaux, l'existence d'un sous gradient proximal v correspond à

la possibilité de minorer la fonction par une fonction quadratique, dont le point d'inter-

section est (x, f(x)) et v est la pente en ce point. Nous donnons également le lien entre le

sous di�érentiel proximal et le cône proximal, leurs propriétés ainsi que quelques règles de

calcul. Une partie de ce chapitre sera consacrée au sous di�érentiel de la fonction distance.

Le but du dernier chapitre est d'établir un résultat d'existence et d'unicité d'une solution

absolument continue pour le processus de ra�e non convexe du premier ordre avec une

perturbation univoque, qui se présente sous la formeẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + h(t) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0);
(1)
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Où C(t) est un ensemble non vide fermé de Rn, uniformément r − prox régulier. Nous

détaillons un résultat dû à C. Castaing, A. Salvadori et L.Thibault [9].

les premiers travaux concernant le processus de ra�e convexe sans perturbation (h ≡ 0)

et C(t) est un ensemble non vide convexe fermé, NC(t)(u(t)) est le cône normal à C(t)

en u(t) au sens d'analyse convexe, ont été entrepris dans les années 70 par J. J- Moreau,

pour la modélisation d'un certain nombre de situations pratiques en mécanique comme

l'écoulement d'eau dans une cavité, dynamique des systèmes avec contrainte unilatérale,

plasticité et évolution des systèmes élastoplastiques. L'ensemble C(t) dérive de la loi de

plasticité du système.

Intuitivement, on peut dé�nir le Processus de ra�e comme suit : un ensemble convexe

fermé mobile C(t) d'un espace de Hilbert varie avec le temps, à l'instant initial, un point

u0 ∈ C(0), au cours du temps ce point est éventuellement poussé par le bord de C(t) dans

la direction de la normale rentrante et reste dans C(t), c-à-d le point mobile reste �xe

dans H tant qu'il est interne à C(t), lorsque u est rejoint par la frontière de cet ensemble,

il est poussé par cette frontière dans la direction de la normale rentrante de manière à

rester dans C(t) pour tout t (voir la �gure).

La convexité de l'ensemble joue un rôle déterminant pour la résolution de ce type de

problème.

FIGURE 1

plusieurs auteurs se sont intéressés au cas non convexe. Des résultats ont été établis en

exploitant une notion de régularité d'ensembles ; l'uniforme r-prox-régularité, qui est en

fait une version locale de la convexité.

Le problème non convexe sans perturbation (h ≡ 0) a était initialement étudié par

L.Thibault [21], qui a démontré que toute solution du problème est solution du problème
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équivalent suivant ẋ(t) ∈ −v̇(t)∂dC(t)(x(t)) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0).

La méthode utilisée pour le problème (1) consiste à le ramener au problème sans pertur-

bation.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous seront

très utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notions, puis on

présente quelques concepts d'analyse convexe et résultats concernant, la topologie faible

et faible*, la continuité des fonctions, et des généralités sur les multifonctions. Une grande

partie de ce chapitre sera consacrée aux sous di�érentiel d'une fonction convexe, et le cône

normal à un ensemble convexe.

1.1 Notations principales

R ensemble des nombres réels.

N esemble des entiers naturels.

R R ∪ {−∞,+∞}.
E espace vectoriel.

E ′ espace dual de E.

H espace de Hilbet.

B(x, r)/B(x, r) boule ouverte/fermé de centre x et de rayon r.

v(x) ensemble des voisinages de x.

f ∗ fonction conjugée de f.

f ∗∗ fonction biconjugée de f.

δA(.) fonction indicatrice de A.

〈., .〉 crochet de dualité.

6



1.2. Quelques concepts d'analyse convexe 7

int(A) intérieur de A.

Fr(A) frontière de A.

σ(E,E ′) topologie faible.

σ(E ′, E) topologie faible *.

f ′(x0; v) dérivée directionnelle de f.

∇f(x) gradient de f .

∂f(x) sous-di�érentiel de f .

dom(f) domaine e�ectif de f.

epi(f) épigraphe de la fonction f.

graph(F ) graphe de la multifonction F .

F(U) ensemble de toutes les fonctions f : U −→]−∞,+∞] semi-continue inférieur.

projS(x) projection de x sur S.

dS(x) distance de x à S.

Np
S(x) cône normal proximal de x à S.

∂pf(x) sous-di�érentiel proximal de f.

∂pf(x) sur-di�érentiel proximal de f .

f ′G(x) dérivée de f au sens de Gâteaux.

f ′(x) dérivée de f au sens de Fréchet.

ẋ(t) = dx
dt

la dérivée de x par rapport à t.

L1([0, T ], H) espace des applications intégrables dé�nies sur [0, T ] à valeurs dans H.

L∞([0, T ], H) espace des applications essentiellement bornées dé�nies sur [0, T ]

à valeurs dans H.

1.2 Quelques concepts d'analyse convexe

1.2.1 Ensemble convexe et Fonction convexe

Dé�nition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel.Un ensemble K ⊂ E est dit convexe si

∀(x, y) ∈ K2,∀t ∈ [0, 1], tx+ (1− t)y ∈ K.

Dé�nition 1.2.2. (Domaine e�ectif). Soit E un espace vectoriel et soit f : E −→ R

une fonction. On appelle domaine e�ectif de f l'ensemble dé�ni par

dom (f) = {x ∈ E : f(x) < +∞}.
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Dé�nition 1.2.3. (Fonction convexe). Soit E un espace vectoriel, On dit qu'une fonc-

tion f : E −→ R est convexe si pour tout x, y ∈ dom(f) et pour tout λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Dé�nition 1.2.4. (Fonction propre). La fonction f est dite propre si et seulement si

f(x) 6= −∞ ∀x ∈ E, et il existe x0 ∈ E tel que f(x0) 6= +∞.

Dé�nition 1.2.5. (Épigraphe). On appelle épigraphe de f l'ensemble dé�ni par

epi(f) = {(x, t) ∈ E × R : f(x) ≤ t}

Proposition 1.2.6. Une fonction f : E −→ R est convexe si et seulement si son épi-

graphe est convexe.

Dé�nition 1.2.7. (Fonction conjuguée). Soient E un espace vectoriel normé,E ′ son

dual topologique de E et f une fonction dé�nie sur E à valeurs dans R.

On appelle la fonction conjuguée de f qu'on note f ∗ dé�nie par :

f ∗ : E ′ −→ R

x′ 7−→ f ∗(x′) = sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)].

On appelle biconjuguée de f qu'on note f ∗∗, la fonction dé�nie par

f ∗∗ : E −→ R

x 7−→ f ∗∗(x) = sup
x′∈E′

[〈x′, x〉 − f ∗(x′)]

Dé�nition 1.2.8. (Fonction indicatrice). Soit E un espace vectoriel et soit A un

sous ensemble de E (i.e., A ⊂ E). On appelle fonction indicatrice de A qu'on note δA la

fonction dé�nie par

δA :E −→ R

x 7−→ δA(x) =

0 si x ∈ A

+∞ sinon.

Proposition 1.2.9. La fonction δA est convexe si et seulement si A est convexe.

Dé�nition 1.2.10. (Fonction support). Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. On

appelle fonction support de A notée par σA(.) où σ(A, .) la fonction dé�nie sur E ′ par

σA :E ′ −→ R

x′ 7−→ σA(x′) = σ(A, x′) = sup
x∈A
〈x′, x〉.

C'est la fonction conjuguée de la fonction indicatrice.
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Dé�nition 1.2.11. Soient D et E deux ensembles d'un espace normé. On dit que D est

dense dans E si pour tout x de E, pour tout ε > 0, il existe y ∈ D avec

‖y − x‖ ≤ ε.

1.3 Topologie faible et faible *

Soit E un espace de Banach.On rappelle que E ′ désigne le dual topologique de E ;

(E ′ = {f : E → R, f est linéaire et continue}).

On désigne par ϕf : E → R l'application dé�nie par ϕf (x) = 〈f, x〉. Lorsque f décrit E ′

on obtient (ϕf )f∈E′ une famille d'applications de E dans R.

Dé�nition 1.3.1. On appelle topologie faible sur E (notée σ(E,E ′)) la topologie la moins

�ne sur E rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′.

Notation.

• On notera xn ⇀ x la convergence faible dans E.

• On notera xn −→ x la convergence forte dans E.

Proposition 1.3.2. Soit (xn)n∈N une suite de E. On a les propriétés suivantes :

(i) xn ⇀ x pour σ(E,E ′)⇐⇒ 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉,∀f ∈ E ′.
(ii) Si xn −→ x fortement, alors xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′).

(iii) Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′), alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖E ≤ lim
n

inf ‖xn‖E.
(iv) Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′) et si fn −→ f dans E ′, (i.e., ‖fn − f‖ → 0),

alors 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Corollaire 1.3.3. Soient H un espace de Hilbert et (xn)n une suite bornée dans E. Alors

il existe une sous suite extraite (xnk
)k qui converge pour la topologie σ(H,H ′).

Soit E un espace de Banach. On sait que E ′ est aussi un espace de Banach. On note

E ′′ l'ensemble des formes linéaires continues sur E ′. C'est encore un espace de Banach

appelé bidual de E.

Nous allons dé�nir un sous espace vectoriel de E ′′ par le procédé suivant.À tout x ∈ E
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on associe une forme linéaire ψx sur E ′ en posant.

ψx : E ′ −→ R

f 7−→ ψx(f) = f(x)

Dé�nition 1.3.4. On appelle topologie faible* la topologie la moins �nie rendant toutes

les applications ψx continues.

La topologie faible∗ se note σ(E ′, E).

Proposition 1.3.5. Soit (fn)n∈N une suite de E ′. On a les propriétés suivantes :

(i) fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E)⇐⇒ 〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Si fn −→ f fortement, alors fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E).

(iii) Si fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E), alors ‖fn‖ est bornée et ‖f‖E′ ≤ lim

n
inf ‖fn‖E′.

(iv) Si xn −→ x fortement dans E et fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E), alors〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Remarque 1.3.6. Lorsque E est de dimension �nie les trois topologies forte, faible et

faible* coïcident .

1.4 Continuité des fonctions

1.4.1 Fonction absolument continue

Dé�nition 1.4.1. Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a, b] −→ E est dite

absolument continue si ∀ε > 0, ∃ δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de

l'intervalle [a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk] véri�ant
∑
k

(bk − ak) < δ on a

∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε.

Théorème 1.4.2. Une fonction f : [a, b] −→ E est dite absolument continue si et

seulement si elle est l'intégrale de sa dérivée, c'est-à-dire,

f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(t)dt.

De plus une fonction absolument continue est dérivable presque partout et f ′(x) = g(x),

p.p.

Remarque 1.4.3.

une fonction absolument continue est continue.
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1.4.2 Fonction lipschitzienne

Dé�nition 1.4.4. Une fonction f : H −→ R est dite lipschitzienne de rapport K > 0 si

pour tout x, y de H :

|f(x)− f(y)| ≤ K‖x− y‖.

Remarque 1.4.5. Si K < 1 la fonction f est dite contractante.

Dé�nition 1.4.6. Soit f : H −→ R f une fonction. f est dite localement lipschitzienne

de rapport K > 0 au voisinage de x0 si pour un certain δ > 0, f est K-lipschitzienne sur

l'ensemble B(x0, δ).

Proposition 1.4.7. Soit f : [a, b] −→ Rn, alors on a :

� Si f est Lipschitzienne alors f est absolument continue.

� Si f est localement lipschitzienne, alors f est continue.

1.4.3 Les fonctions semi-continues

Dé�nition 1.4.8. Soient X un espace vectoriel topologique et f : X −→ R une fonction.

� On dit que f est semi-continue inférieurement( en abrégé s.c.i) en x0 ∈ X si pour tout

λ ∈ R tel que f(x0) > λ, il existe un voisinage U de x0 tel que f(x) > λ, pour tout x ∈ U .
� On dit que f est s.c.i sur X si et seulement si elle est s.c.i en tout point de X.

� On dit que f est une fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) en x0 ∈ X si pour

tout λ ∈ R, tel que f(x0) < λ, il existe un voisinage U de x0 tel que f(x) < λ pour tout

x ∈ U .
� On dit que f est s.c.s sur Xsi et seulement si elle est s.c.s en tout point de X.

Remarque 1.4.9.

f est s.c.s sur X ⇐⇒ (−f) s.c.i sur X.

Dé�nition 1.4.10. Soit f : X −→ R. On a :

� f est s.c.i au point x0 ssi ∀ε > 0, ∃U ∈ v(x0), ∀x ∈ U : f(x)− f(X0) > −ε.
� f est s.c.s au point x0 ssi ∀ε > 0, ∃U ∈ v(x0), ∀x ∈ U : f(x)− f(x0) < ε.

� f est continue au point x0 ssi f est s.c.i et s.c.s au point x0.

Remarque 1.4.11. Soit f : X −→ R une fonction. Alors on a

1. Si f est s.c.i au point x0 ∈ X et si f(x0) = +∞,alors

lim
x−→x0

f(x) = f(x0) = +∞;
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2. Si f(x0) = −∞, alors f est semi-continue inférieurement en x0.

Dé�nition 1.4.12. Soit f : X −→ R et x0 ∈ X. Alors on a

1. lim
x−→x0

inf f(x) = sup
U∈v(x0)

inf
x∈U

f(x).

2. lim
x−→x0

sup f(x) = inf
U∈v(x0)

sup
x∈U

f(x).

Proposition 1.4.13. Soit X un espace vectoriel topologique et soit f : X −→ R une

fonction alors

a) f est s.c.i au point x0 ⇐⇒ lim inf
x−→x0

f(x) ≥ f(x0).

b) f est s.c.s au point x0 ⇐⇒ lim sup
x−→x0

f(x) ≤ f(x0).

Théorème 1.4.14. [22] Soit f : X −→ R une fonction. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes

i) f est s.c.i sur X ;

ii) les ensembles de niveau sont fermés dans X

Aλ(f) = {x ∈ X, f(x) ≤ λ,∀λ ∈ R}.

iii) l'épigraphe de f est fermé dans X × R

epi(f) = {(x, r) ∈ X × R, f(x) ≤ r}.

Proposition 1.4.15. Soit H un espace de Hilbert, soit f : H −→ R une fonction convexe

semi-continue inférieurement et lim
‖x‖−→+∞

f(x) = +∞. Alors il existe x0 ∈ H tel que

f(x0) = inf
x∈H

f(x).

Proposition 1.4.16. Soient (X,O) et (X ′, O) deux espaces topologiques, x ∈ X et

f : X −→ X ′ une fonction continue. f est dite Séquentiellement continue ssi pour

toute suite (xn)n∈N d'éléments de X convergeant vers x, on a

lim
n→+∞

f(xn) = f(x).
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Proposition 1.4.17. Soient (X,O) un espace topologique, F un fermé de (X,O), F est

dit séquentiellement fermé ssi pour toute suite (xn)n∈N convergente de points de F ,

alors la limite de cette suite est encore dans F .

Théorème 1.4.18. Dans un espace métrique un ensemble est fermé si et seulement si il

est séquentiellement fermé.

1.5 Généralités sur les multifonctions

Dé�nition 1.5.1. Soient X et Y deux ensembles non vides.On appelle multifonction

(multi-application ou application multivoque) de X dans Y toute application F dé�nie

sur X à valeurs dans P(Y ) (ensemble des parties de Y) et on note F : X ⇒ Y où

F : X → P(Y ).

Alors ∀x ∈ X, F (x) est un sous ensemble de Y .

Les sous ensembles F (x) sont appelés les images ou les valeurs de F .

Dé�nition 1.5.2. Soient X et Y deux ensembles non vides et F : X ⇒ Y une multi-

fonction. On appelle

1. Domaine e�ectif de F qu'on le note dom(F) le sous ensemble de X dé�ni par

dom(F) = {x ∈ X,F (x) 6= ∅}.

2. Graphe de F le sous ensemble de X × Y noté par graph(F) dé�ni par

graph(F) = {(x, y) ∈ X × Y, y ∈ F (x)}.

3. Image de F qu'on la note Im(F) le sous ensemble de Y dé�ni par

Im(F) = {y ∈ Y, ∃ x ∈ X, y ∈ F (x)}.

où

Im(F) =
⋃
x∈X

F (x).

4. L'inverse d'une multifonction F est une multifonction F−1 : Y ⇒ X telle que :

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x)

( (y, x) ∈ graph(F−1)⇔ (x, y) ∈ graph(F ) )

Ainsi dom(F−1) = Im(F ) et Im(F−1) = dom(F ).
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1.5.1 Image directe et image réciproque d'un sous-ensemble

Dé�nition 1.5.3. Soient X et Y deux ensembles non vides, F : X ⇒ Y une multifonc-

tion et A un sous ensemble de X.L'image de A par F est dé�nie par :

F (A) =
⋃
x∈A

F (x).

Dé�nition 1.5.4. Soit F : X ⇒ Y une multifonction et V ⊂ Y .

L'image réciproque large de V par F notée F−1(V ) est dé�nie par :

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅}

Et l'image réciproque étroite de V par F notée F−1
+ est dé�nie par :

F−1
+ (V ) = {x ∈ X : F (x) ⊆ V }.

1.5.2 Quelques opérations sur les multifonctions

Dé�nition 1.5.5. Considérons X,Y deux ensembles et F,G : X ⇒ Y deux multifonc-

tions. On peut alors dé�nir divers multifonctions en considérant :

• H = F ∪ G : X ⇒ Y telle que H(x) = F (x) ∪ G(x), ∀x ∈ X
• H = F ∩ G : X ⇒ Y telle que H(x) = F (x) ∩ G(x), ∀x ∈ X
• H = F × G : X ⇒ Y telle que H(x) = F (x)×G(x), ∀x ∈ X
• Si F : X ⇒ Y et G : Y ⇒ Z , on dé�nit

H = G ◦ F : X ⇒ Z telle que H(x) = (G ◦ F )(x) = G(F (x)) =
⋃

y∈F (x)

G(y).

Et lorsque X,Y sont des espaces vectoriels, on dé�nit les opérations suivantes :

• H = F ± G : X ⇒ Y telle que H(x) = F (x) ± G(x) = {y1 ± y2 : y1 ∈ F (x) et y2 ∈
G(x)} ∀x ∈ X
• H = λF : X ⇒ Y telle que H(x) = λF (x) = {λy : y ∈ F (x)} ∀x ∈ X (λ ∈ R)

Lemme 1.5.6. Soient F,G : X ⇒ Y et H : Y ⇒ Z trois multifonctions et soient

U,W ⊆ Y et V ⊆ Z alors nous avons

1. (F ∪G)−1
+ (U) = F−1

+ (U) ∩G−1
+ (U) ;

2. (F ∪G)−1(U) = F−1(U) ∩G−1(U) ;

3. (F ∩G)−1(U) ⊆ F−1(U) ∩G−1(U) ;

4. F−1
+ (U) ∩G−1

+ (U) ⊆ (F ∩G)−1
+ (U) ;

5. (F ×G)−1(U ×W ) = F−1(U) ∩G−1(W ) ;
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6. (F ×G)−1
+ (U ×W ) = F−1(U) ∩G−1(W ) ;

7. (F ◦G)−1(V ) = G−1(F−1(V )) ;

8. (F ◦G)−1
+ (V ) = G−1

+ (F−1
+ (V )).

1.6 Continuité des multifonctions

Dé�nition 1.6.1. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multifonction. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s en abrégé)

en x0 ∈ X, si pour tout ouvert U de Y contenant F (x0) (i.e., F (x0) ⊂ U), il existe un

voisinage Ω de x0 tel que F (Ω) ⊂ U i.e., F (z) ⊂ U, ∀z ∈ Ω.

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

Proposition 1.6.2. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multifonction. On à les équivalences entre les propriétés suivantes :

1. F est s.c.s ;

2. F−1
+ (V ) est un ouvert de X pour tout ouvert V de Y ;

3. F−1(U) est un fermé de X pour tout fermé U de X ;

4. F−1(M) ⊆ F−1(M), pour tout sous ensemble M de Y .

Dé�nition 1.6.3. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multifonction. On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé)

en x0 ∈ X, si pour tout ouvert U de Y véri�ant F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage Ω

de x0

tel que F (Ω) ∩ U 6= ∅ i.e., F (z) ∩ U 6= ∅, ∀z ∈ Ω i.e., F−1(U) est un voisinage de x0.

On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x ∈ X.

Proposition 1.6.4. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multifonction. On à les équivalences entre les propriétés suivantes :

1. F est s.c.i ;

2. F−1(V ) est un ouvert de X pour tout ouvert V de X ;

3. F−1
+ (U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y ;

4. F−1
+ (M) ⊆ F−1

+ (M), pour tout sous ensemble M de Y .

Théorème 1.6.5. Soient X, Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multifonction.

F est s.c.i au point x0 si et seulement si pour toute suite (xn)n∈N de points de X, telle

que xn −→ x0 et pour tout y0 ∈ F (x0), il existe une suite (yn)n∈N telle que yn ∈ F (xn) et

yn −→ y0.
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Dé�nition 1.6.6. (Multifonction monotone). Soient E un espace vectoriel normé et

φ : E ⇒ E ′ une multifonction. On dit que φ est monotone si

〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0,

pour tout x, y ∈ dom(φ), x 6= y, x∗ ∈ φ(x), y∗ ∈ φ(y).

Dé�nition 1.6.7. (Multifonction hypomonotone). Une multifonction T : H ⇒ H

est hypomonotone sur un sous ensemble O de H s'il existe σ > 0, tel que T + σI est

monotone sur O ; cela correspond à avoir

〈v1 − v2, x1 − x2〉 ≥ −σ|x1 − x2|2, ∀vi ∈ T (xi) et xi ∈ O, i = 1, 2.

1.6.1 Continuité au sens de Hausdor�

Pour dé�nir la continuité au sens de Hausdor�, on a besoin d'introduire la notion

d'excès et la distance de Hausdor�. Pour cela, considérons un espace métrique (X, d).

Dé�nition 1.6.8. Soient A,B deux parties de X, on dé�nit l'excès de A sur B, et on

note e(A,B), comme suit :

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y). siA 6= ∅

e(∅, B) = 0

où d(x,B) = inf
y∈B

d(x, y), avec la convention inf ∅ = +∞.

Dé�nition 1.6.9. (Distance de Hausdor�). La distance de Hausdor� entre deux

parties A et B de (X, d) est dé�nie par :

dH(A,B) = max(e(A,B), e(B,A)).

H(A,B) = max(e(A,B), e(B,A)).

Il est clair que H dé�nie une métrique sur l'ensemble des parties fermées bornées et non

vides de X.

Dé�nition 1.6.10. (Semi-continuité au sens de Hausdor�).Soient X et Y deux

espaces métriques et F : X ⇒ Y une multifonction à valeurs non vides. On dit que F

est :

1. Semi-continue inférieurement en x0 ∈ dom(F ) si e(F (x0), F (x)) −→
x→x0

0.

2. Semi-continue supérieurement en x0 ∈ dom(F ) si e(F (x), F (x0)) −→
x→x0

0

3. Continue au sens de Hausdor� en x0 ∈ dom(F ) si dH(f(x), f(x0) −→
x→x0

0, autrement

dit, si elle est s.c.i est s.c.s en x0.
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1.7 Sous Di�érentiel d'une fonction convexe

1.7.1 Di�érentiabilité des fonctions convexes

Dé�nition 1.7.1. Soient E un espace vectoriel, f : E −→ R ∪ {+∞} une fonction,

x0 ∈ E, et v un vecteur non nul de E. On appelle dérivée directionnelle de f au point

x0 dans la direction v qu'on note f ′(x0; v) la limite suivante quand elle existe

f ′(x0; v) = lim
t↓0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
.

Si la dérivée directionnelle de f existe dans toutes les directions on dit que f est di�éren-

tiable en x0 ∈ E.

Théorème 1.7.2. Soient f : E −→]−∞,+∞] une fonction propre convexe, et x0 ∈ E
tel que f(x0) ∈ R. Alors

1. Pour tout v ∈ E, f ′(x0; v) existe ;

2. la fonction g : E −→ R dé�nie par g(v) = f ′(x0; v) pour tout v ∈ E est positivement

homogène, convexe et sous additive.

Dé�nition 1.7.3. (Di�érentiabilité au sens de Gâteaux).

On dit que f est di�érentiable au sens de Gâteaux(où Gâteaux di�érentiable ) en x0

s'il existe x′ ∈ E ′ tel que :

f ′(x0; v) = 〈f ′G(x0), v〉 ⇔ lim
t↓0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
= 〈x′, v〉, ∀v ∈ E. (1.1)

x′ est dé�ni d'une façon unique par la relation (1.1) et est appelé di�érentiel de f au sens

de Gâteaux,on le note x′ = ∇f(x0), est appelé aussi le gradient de f au point x0.

Dé�nition 1.7.4. (Di�érentiabilité au sens de Fréchet).

On dit que f est di�érentiable au sens de Fréchet (où Fréchet di�érentiable ) au point

x0 si la convergence dans (1.1) est uniforme sur les ensembles bornés de E, i.e.,

∀r > 0, ∀ε > 0, ∃δ > 0,∀t ∈ R : |t| < δ ⇒ |f(x0 + tv)− f(x0)

t
− 〈x′, v〉| < ε, ∀v ∈ B(0, r).

(1.2)

Remarque 1.7.5.

1. La relation (1.2) est équivalente à lim
x→x0

f(x)−f(x0)−〈x′,x−x0〉
‖x−x0‖ = 0

2. Si f est Di�érentiable au sens de Fréchet implique que f est di�érentiable au sens de

Gâteaux.

3. Si f est di�érentiable au sens de Fréchet au point x0, alors f est continue au point x0.
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4. Si f est di�érentiable a sens de Gâteaux au point x0 i.e., ∇f(x0) existe, alors la dérivée

directionnelle de f au point x0 dans toutes les directions v ∈ E existe et nous avons :

f ′(x0; v) = 〈∇f(x0), v〉, ∀v ∈ E.

Mais l'inverse est faux, l'existence de toutes les dérivées directionnelles n'implique pas

l'existence de ∇f(x0).

En e�et (par exemple) :

Soit E un espace vectoriel normé et

f :E −→ R+

x 7−→ f(x) = ‖x‖

Soit v ∈ E, x0 = 0

f ′(0, ; v) = lim
t↓0

f(0 + tv)− f(0)

t

= lim
t↓0

‖t.v‖
t

= ‖v‖.

Donc f ′(0, v) = ‖v‖,∀v ∈ E.
f est di�érentiable au sens de Gâteaux en 0 ⇐⇒ ∃ x′ ∈ E ′, f ′(0, v) = 〈x′, v〉(i.e., ‖v‖ =

〈x′, v〉).
Si on pose ‖v‖ = 〈x′, v〉 alors x′ ∈ E ′, et par suite il n'existe pas x′ ∈ E ′ tel que
‖v‖ = 〈x′, v〉
par conséquent f n'est pas di�érentiable au sens de Gâteaux en 0.

1.7.2 Sous-di�érentiabilité

Plusieurs fonctions convexes f �nies en x0 et ne sont pas di�érentiables en ce point

admettent des éléments x′ de E ′ satisfont

〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0) pour tout x ∈ E. (1.3)

Par exemple, la fonction convexe f : R −→ R avec f(x) = |x| n'est pas di�érentiable en
0 mais admet des éléments y dans R véri�ent (1.1), donc on peut énoncer la dé�nition

suivante.
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Dé�nition 1.7.6. Soient E un espace vectoriel normé, et E ′ son dual topologique, f une

fonction convexe dé�nie de E à valeurs dans R et x0 ∈ dom(f).

Le sous-di�érentiel de f au point x0, noté ∂f(x0) est le sous ensemble de E ′ dé�ni par

∂f(x0) = {x′ ∈ E ′, f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E}.

Un élément quelconque du sous-di�érentiel est appelé un sous-gradient.

Exemple 1.7.7.

1. Considérons la fonction :

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = |x|.

∂f(0) = [−1, 1]. En e�et

∂f(0) = {x′ ∈ R : f(x) ≥ f(0) + 〈x′, x〉, ∀x ∈ R}

= {x′ ∈ R : |x| ≥ x′x, ∀x ∈ R}

= {x′ ∈ R : x′x ≤ |x|, ∀x ∈ [0,+∞[ } ∩ {x′ ∈ R : x′x ≤ |x|, ∀x ∈]−∞, 0[ }

= {x′ ∈ R : x′x ≤ x, ∀x ≥ 0} ∩ {x′ ∈ R : x′x ≤ −x, ∀x < 0}

= {x′ ∈ R : x′ ≤ 1} ∩ {x′ ∈ R : x′ ≥ −1}

= ]−∞, 1] ∩ [−1,+∞[

= [−1, 1].

2. Soit C ⊂ E un ensemble et x0 ∈ C. Alors x′ ∈ ∂δC(x0) si et seulement si

δC(x) ≥ δC(x0) + 〈x′, x− x0〉 pour tout x ∈ C. On a donc

∂δC(x0) = {x′ ∈ E ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ 0 pour tout x ∈ C}.

Lorsque E = R, signalons ici que E ′ s'identi�e à E ′ s'identi�e à E et l'on considère que

∂f(x0) est un sous-ensemble de R.

Proposition 1.7.8. Soit f : R −→ R ∪ {+∞} une fonction convexe, et soit x0 ∈
int(dom(f)). Alors

∂f(x0) = [f ′g(x0), f ′d(x0)].

Démonstration.

Si x′ ∈ ∂f(x0), on a f(x)− f(x0) ≥ x′(x− x0), ∀x ∈ R. Alors
f(x)−f(x0)

x−x0 ≥ x′ si x > x0;

f(x)−f(x0)
x−x0 ≤ x′ si x < x0.
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Passant à la limite quand x −→ x0, il vient f ′g(x0) ≤ x′ ≤ f ′d(x0), d'où x ∈ [f ′g(x0), f ′d(x0)].

Réciproquement, si x′ ∈ [f ′g(x0), f ′d(x0)], on a
f(x)−f(x0)

x−x0 ≥ x′ si x > x0;

f(x)−f(x0)
x−x0 ≤ x′ si x < x0.

Donc f(x)− f(x0) ≥ x′(x− x0) ∀x ∈ R, d'où x′ ∈ ∂f(x0). �

Remarque 1.7.9.

1. On dit que f est sous-di�érentiable au point x0 si et seulement si ∂f(x0) 6= ∅.
2. Si f : E −→ R une fonction propre et f(x0) = +∞, alors ∂f(x0) = ∅.
En e�et

x′ ∈ ∂f(x)⇐⇒ f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E

⇐⇒ f(x) ≥ +∞,∀x ∈ E.

D'où f ≡ +∞ contradiction donc ∂f(x0) = ∅.
3. Le sous-di�érentiel est une multi-application dé�nie de E à valeurs dans E ′ i.e.,

∂f(x0) :E ⇒ E ′

x0 7→ ∂f(x0) = {x′ ∈ E ′; f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E} ⊂ E ′.

Proposition 1.7.10. Si f, g : E −→ R deux fonctions et si x0 ∈ dom(f) ∩ dom(g) on a

∂f(0) + g(x0) ⊂ ∂(f + g)(x0).

Démonstration.

Soit x ∈ E

x′ + y′ ∈ ∂f(x0) + ∂g(x0) =⇒ x′ ∈ ∂f(x0) et y′ ∈ ∂f(x0)

⇐⇒ f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉 et g(x)− g(x0) ≥ 〈y′, x− x0〉

Par addition on trouve

f(x) + g(x)− f(x0)− g(x0) ≥ 〈x′ + y′, x− x0〉

⇐⇒(f + g)(x)− (f + g)(x0) ≥ 〈x′ + y′, x− x0〉

⇐⇒x′ + y′ ∈ ∂(f + g)(x0).

Alors

∂f(0) + g(x0) ⊂ ∂(f + g)(x0).

�
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Proposition 1.7.11. Soient E un espace vectoriel normé et soit f : E −→ R une

fonction propre convexe, si ∂f(x0) 6= ∅, il y'a équivalence entre

1. x′ ∈ ∂f(x0) ;

2. f ′(x0; v) ≥ 〈x′, x〉, pour tout v ∈ E.

Démonstration.

1) =⇒ 2)

x′ ∈ ∂f(x0)⇔ f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E.

En particulier pour x = x0 + tv ∀v ∈ E, ∀t > 0. On a

f(x0 + tv)− f(x0) ≥ 〈x′, tv〉
f(x0 + tv)− f(x0)

t
≥ 〈x′, v〉.

Par passage à la limite lorsque t ↓ 0 on obtient

f ′(x0; v) ≥ 〈x′, v〉, ∀v ∈ E.

2) =⇒ 1)

f ′(x0; v) ≥ 〈x′, v〉, ∀v ∈ E ⇔ lim
t↓0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
− 〈x′, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ E.

En particulier pour v = x−x0
t
, ∀x ∈ E, on obtient

lim
t↓0

f(x0 + tx−x0
t

)− f(x0)

t
− 〈x′, x− x0

t
〉 ≥ 0, ∀x ∈ E;

lim
t↓0

f(x)− f(x0)

t
− 1

t
〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E;

lim
t↓0

1

t
(f(x)− f(x0)− 〈x′, x− x0〉) ≥ 0, ∀x ∈ E;

⇔ f(x)− f(x0)− 〈x′, x− x0〉 ≥ 0, ∀x ∈ E.

D'où x′ ∈ ∂f(x0). �

Proposition 1.7.12. Soient f : E −→ R une fonction propre, x0 ∈ E telle que f(x0) <

+∞, et x′ ∈ E,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes

a). x′ ∈ ∂f(x0) ;

b). f ∗(x′) + f(x0) ≤ 〈x′, x〉 ;
c). f ∗(x′) + f(x0) = 〈x′, x0〉. De plus, ∂f(x0) est un sous ensemble convexe fermé de E ′.
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Démonstration.

a)⇐⇒ b)

x′ ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E

⇐⇒ f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x〉 − 〈x′, x0〉, ∀x ∈ E

⇐⇒ 〈x′, x〉 ≥ f(x0)− f(x) + 〈x′, x〉, ∀x ∈ E

⇐⇒ 〈x′, x0〉 ≥ sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)] + f(x0), ∀x ∈ E

⇐⇒ 〈x′, x〉 ≥ f ∗(x′) + f(x0)

⇐⇒ f ∗(x′) + f(x0) ≤ 〈x′, x0〉.

b) =⇒ c)

f ∗(x′) = sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)]

=⇒ f ∗(x′) ≥ 〈x′, x〉 − f(x), ∀x ∈ E
En particulier pour x = x0 ∈ E, on aura alors

f ∗(x′) ≥ 〈x′, x0〉 − f(x0)

i.e.

f ∗(x′) + f(x0) ≥ 〈x′, x0〉.

De (b) on trouve f ∗(x′) + f(x0) = 〈x′, x0〉.
c) =⇒ a)

On a

〈x′, x0〉 − f(x0) = f ∗(x′)

= sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)]

≥ 〈x′, x〉 − f(x), ∀x ∈ E

i.e.,

f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E.

D'où x′ ∈ ∂f(x0).

Montrons que ∂f(x0) est convexe

Soient x′, y′ ∈ ∂f(x0) et t ∈ [0, 1], montrons que : tx′ + (1− t)y′ ∈ ∂f(x0).

On a

x′ ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E;

y′ ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f(x)− f(x0) ≥ 〈y′, x− x0〉, ∀x ∈ E.
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En multipliant ces deux dernières inégalités par t, (1−t) respectivement et en additionnant

on obtient

f(x)− f(x0) ≥ 〈tx′ + (1− t)y′, x− x0〉,

et par suite tx′ + (1− t)y′ ∈ ∂f(x0).

Par conséquent ∂f(x0) est convexe.

Montrons que ∂f(x0) est fermé

Soit (x′n)n∈N une suite de ∂f(x0) tel que x′n converge vers x
′ ∈ E ′ quand n tend vers +∞.

Alors

∀n ∈ N, x′n ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f ∗(x′n) + f(x0) = 〈x′n, x0〉, ∀n ∈ N

⇐⇒ lim
n−→+∞

f ∗(x′n) + f(x0) = lim
n−→+∞

〈x′n, x0〉

⇐⇒ lim
n−→+∞

f ∗(x′n) + f(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ lim
n−→+∞

[sup
x∈E

(〈x′n, x〉 − f(x))] + f(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ sup
x∈E

[ lim
n−→+∞

(〈x′n, x〉 − f(x))] + f(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ sup
x∈E

[〈x′n, x〉 − f(x)] + f(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ f ∗(x′) + f(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ x′ ∈ ∂f(x0).

Donc ∂f(x0) est un sous ensemble fermé de E ′. �

Théorème 1.7.13. Soit f : E −→ R une fonction propre convexe. Si f est �nie et

continue au point x0, alors pour tout v ∈ E on a

f ′(x0) = sup
x′∈∂f(x0)

〈x′, v〉.

Proposition 1.7.14. Soit f : E −→ R ∪ {+∞} une fonction convexe. Si f est Gâteaux

di�érentiable au point x0, alors ∂f(x0) est un singleton et est égal à ∇f(x0) i.e.,

∂f(x0) = ∇f(x0).

Inversement. Si f est �nie et continue en x0 ∈ E, et si ∂f(x0) est un singleton, alors

f est Gâteaux di�érentiable au point x0 et ∇f(x0) = {∂f(x0)}.

Démonstration.

Supposons que f est Gâteaux di�érentiable en x0, donc

f ′(x0; v) = 〈∇f(x0), v〉, ∀v ∈ E
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On a

x′ ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f ′(x0; v) ≥ 〈x′, v〉, ∀v ∈ E,

d'où

〈∇f(x0), v〉 ≥ 〈x′, v〉, ∀v ∈ E.

D'autre part, v ∈ E alors −v ∈ E, donc

〈∇f(x0),−v〉 ≥ 〈x′,−v〉

〈∇f(x0), v〉 ≤ 〈x′, v〉, ∀v ∈ E.

Alors

〈∇f(x0), v〉 = 〈x′, v〉, ∀v ∈ E ⇐⇒ 〈∇f(x0)− x′, v〉 = 0, ∀v ∈ E

⇐⇒ ∇f(x0)− x′ = 0E′

⇐⇒ x′ = ∇f(x0).

Alors pour tout x′ ∈ ∂f(x0), x′ = ∇f(x0), d'où ∂f(x0) = {∇f(x0)}.
Inversement. D'après le Théorème précédent : f ′(x0; v) = sup

x′∈∂f(x0)

〈x′, v〉, ∀v ∈ E et

comme ∂f(x0) est un singleton, alors f ′(x0; v) = 〈∂f(x0), v〉, ∀v ∈ E.
Par conséquent f est Gâteaux di�érentiable en x0 et ∇f(x0) = {∂f(x0)}. �

Corollaire 1.7.15. Soient E un espace vectoriel et f une fonction propre. Alors f

admet un minimum global au point x0 si et seulement si 0 ∈ ∂f(x0).

Démonstration.

On a

0 ∈ ∂f(x0)⇐⇒ f(x) ≥ f(x0) + 〈0, x− x0〉, ∀v ∈ E

⇐⇒ f(x) ≥ f(x0), ∀v ∈ E

⇐⇒ x0 est un minimum global de f.

�

Proposition 1.7.16. Soit f : E −→] − ∞,+∞] une fonction propre convexe et soit

x0 ∈ dom(f).

Alors

∀λ > 0, ∂(λf)(x0) = λ∂f(x0).
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Démonstration.

Rappelons que (λf ∗)(x′) = λf ∗(x
′

λ
).

Soient λ > 0 et x′ ∈ ∂(λf)(x0)

x′ ∈ ∂(λf)(x0)⇐⇒ (λf ∗)(x′) + (λf)(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ λf ∗(
x′

λ
) + λf(x0) = 〈x′, x0〉

⇐⇒ f ∗(
x′

λ
) + f(x0) = 〈x

′

λ
, x0〉

⇐⇒ x′

λ
∈ ∂f(x0)

⇐⇒ x′ ∈ λ∂f(x0).

�

1.8 Cône normal

Dé�nition 1.8.1. (Le cône). Un sous-ensemble A d'un espace vectoriel E est un Cône

si

∀x ∈ A, ∀λ ≥ 0, λx ∈ A.

Dé�nition 1.8.2. Soient A ⊂ E x ∈ A. Le cône normal à A au point x, noté par NA(x)

est l'ensemble dé�ni par

NA(x) = {x′ ∈ E ′, 〈x′, y − x〉 ≤ 0, ∀y ∈ A}.

FIGURE 1.1

Proposition 1.8.3.

1. Si x /∈ A, alors NA(x) = ∅.
2. Si x ∈ int(A), alors NA(x) = {0}.
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Proposition 1.8.4. Soit A ⊂ E un sous ensemble convexe tel que int(A) 6= ∅.
Si x ∈ Fr(A), alors NA(x) 6= {0}.

Pour plus des détails sur ce chapitre on se réfère à ([2], [3], [7], [18]).



Chapitre 2

Cône proximal et sous di�érentiel

proximal

Nous présentons dans ce chapitre deux concepts de base d'analyse non lisse : le cône

proximal et le sous di�érentiel proximal. Nous donnons également le lien entre le sous

di�érentiel proximal et le cône proximal, leurs propriétés ainsi que quelques règles de

calcul. Une partie de ce chapitre sera consacrée au sous di�érentiel de la fonction distance.

2.1 Normales proximales

Considérons un ensemble fermé S de l'espace de Hilbert H. Le tout premier objet que

l'on peut associer à cet ensemble est la fonction distance dS (notée aussi d(., S)) ; elle est

dé�nie de la manière suivante :

∀x ∈ H, dS(x) = inf
s∈S
‖x− s‖.

Il est important de remarquer que l'in�mum de la dé�nition ci-dessus est toujours réalisé

lorsque l'ensemble S est fermé et non vide ; en d'autre termes, pour tout x de H, il existe

un point s de S tel que dS(x) = ‖x−s‖, le vecteur x−s est alors appelé normale proximale.

Nous noterons projS(x) l'ensemble de tous les points qui réalisent la distance de x à S.

Par ailleurs le lemme suivant apporte une première information sur la fonction distance

Lemme 2.1.1. La fonction distance est 1-Lipschitzienne sur H.

Dé�nition 2.1.2. Soient S un ensemble fermé non vide de H. Pour tout x /∈ S, il existe
un point s de S le plus proche de x tel que : dS(x) = ‖x− s‖ .

27
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L'ensemble de ces points est noté projS(x) et est dé�ni par

projS(x) = {s ∈ S, dS(x) = ‖x− s‖};

= {s ∈ S, inf
s′∈S
‖x− s′‖ = ‖x− s‖}.

Proposition 2.1.3. Soient S un ensemble fermé non vide de H, et x ∈ H,s ∈ S. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) s ∈ projS(x) ;

(b) 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 1
2
‖s′ − s‖2, ∀s′ ∈ S ;

(c) s ∈ projS(s+ t(x− s)), ∀t ∈ [0, 1] ;

(d) dS(s+ t(x− s)) = t‖x− s‖, ∀t ∈ [0, 1].

Démonstration.

(a)⇐⇒ (b)

s ∈ projS(x)⇐⇒ dS(x) = ‖x− s‖

⇐⇒ ‖x− s‖ ≤ ‖x− s′‖,∀s′ ∈ S

⇐⇒ ‖x− s‖2 ≤ ‖x− s′‖2,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, x− s〉+ 〈x− s, s′ − x〉 ≤ 〈x− s′, x− s′〉+ 〈x− s, s′ − x〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, x− s+ s′ − x〉 ≤ 〈x− s′, x− s′〉 − 〈x− s, x− s′〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 〈x− s′, x− s′ − x+ s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 〈s′ − x, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x, s′ − s〉 − 〈s, s′ − s〉 ≤ 〈s′, s′ − s〉 − 〈x, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 2〈x, s′ − s〉 − 〈s, s′ − s〉 ≤ 〈s′, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x, s′ − s〉 − 1

2
〈s, s′ − s〉 ≤ 1

2
〈s′, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x, s′ − s〉 − 1

2
〈s, s′ − s〉 − 1

2
〈s, s′ − s〉 ≤ 1

2
〈s′, s′ − s〉 − 1

2
〈s, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x, s′ − s〉 − 〈s, s′ − s〉 ≤ 1

2
〈s′, s′ − s〉 − 1

2
〈s, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 1

2
〈s′ − s, s′ − s〉,∀s′ ∈ S

⇐⇒ 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 1

2
‖s′ − s‖2,∀s′ ∈ S.
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(b)⇐⇒ (c)

Soit t ∈ [0, 1] et s′ ∈ S, on a

t〈x− s, s′ − s〉 ≤ 〈x− s, s′ − s〉 ≤ 1

2
‖s′ − s‖2

⇐⇒〈(s+ t(x− s))− s, s′ − s〉 ≤ 1

2
‖s′ − s‖2

⇐⇒s ∈ projS(s+ t(x− s)).

(c)⇐⇒ (d)

Soit t ∈ [0, 1]

s ∈ projS(s+ t(x− s))⇐⇒ ‖s+ t(x− s)− s‖ = dS(s+ t(x− s))

⇐⇒ t‖x− s‖ = dS(s+ t(x− s)).

�

Dé�nition 2.1.4. Soient S un ensemble fermé non vide de H, et s ∈ S. On dé�nit le

cône normal proximal (où le cône proximal) de S en s de la manière suivante

Np
S(s) = {v ∈ H, ∃ t > 0, tel que : dS(s+ tv) = t‖v‖};

= {v ∈ H, ∃ t > 0, tel que : s ∈ projS(s+ tv)}.

FIGURE 2.1

Le cône proximal réunit toutes les directions v pour lesquelles il existe des normales proxi-

males du type x− s où x dans H, s est dans S, et où x− s est positivement colinéaire à

v. Nous pouvons en donner la caractérisation suivante.

Proposition 2.1.5. Soit S un ensemble fermé non vide de H, s ∈ S et v ∈ H. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(i) v ∈ Np
S(s) ;
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(ii) ∃ t > 0, tel que : projS(s+ tv) = s ;

(iii) ∃ t > 0, tel que : ∀s′ ∈ S, t‖v‖ ≤ ‖s+ tv − s′‖ ;
(iv) ∃ σ ≥ 0 tel que : ∀s′ ∈ S, 〈v, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2.

Démonstration.

(i)⇐⇒ (ii)

v ∈ Np
S(s)⇐⇒ ∃ t > 0, dS(s+ tv) = t‖v‖

⇐⇒ ∃ t > 0, s ∈ projS(s+ tv)

⇐⇒ ∃ t > 0, dS(s+ tv) = t‖v‖ = ‖s+ tv − s′‖

donc s′ = s et on a

v ∈ Np
S(s)⇐⇒ ∃ t > 0, projS(s+ tv) = s.

(ii)⇐⇒ (iii)

Soit s′ ∈ S, et v ∈ H

s ∈ projS(s+ tv)⇐⇒ ∃ t > 0, ‖s+ tv − s‖ = inf ‖s+ tv − s′‖, ∀s′ ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, t‖v‖ ≤ ‖s+ tv − s′‖, ∀s′ ∈ S.

(iii)⇐⇒ (iv)

Soient s′, s ∈ S, et v ∈ H

t‖v‖ ≤ ‖s+ tv − s′‖ ⇐⇒ t2‖v‖2 ≤ ‖s+ tv − s′‖2

⇐⇒ t2‖v‖2 ≤ ‖s− s′‖2 + t2‖v‖2 + 2〈s− s′, tv〉

⇐⇒ 2t〈v, s′ − s〉 ≤ ‖s′ − s‖2

⇐⇒ 〈v, s′ − s〉 ≤ 1

2t
‖s′ − s‖2

⇐⇒ ∃ σ =
1

2t
> 0, 〈v, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2, ∀s′ ∈ S.

�

Remarque 2.1.6.

Il est maintenant facile de voir, que le cône proximale est un cône convexe. Mais, il n'a

aucune raison d'être fermé.

D'autre part, on se rend bien compte que la structure du cône proximale Np
S(s) dépend

de la forme de l'ensemble S dans un voisinage de s. Ceci peut se résumer par la proposition

suivante.
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Proposition 2.1.7. Soit δ > 0 donné,alors un vecteur v appartient à Np
S(s) ssi il existe

σ = σ(v, s) ≥ 0 tel que

〈v, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2, ∀s′ ∈ S ∩B(s, δ).

Lemme 2.1.8. Soit S un sous-ensemble fermé de Rn, donc projS(x) 6= ∅, pour tout

x ∈ Rn/S et l'ensemble {s ∈ projS(x) : x ∈ Rn/S} est dense dans Fr(S).

Il est d'autre part intéressant de noter que lorsque l'ensemble S est convexe, le cône

proximal coïncide avec le cône normal habituel. Nous avons donc la proposition suivante.

Proposition 2.1.9. Soit S un ensemble convexe fermé et non vide. Alors

(a) v ∈ Np
S(s)⇐⇒ 〈v, s′ − s〉 ≤ 0,∀s′ ∈ S.

(b) Si H de dimension �nie et s ∈ Fr(S) =⇒ Np
S(s) 6= {0}.

Démonstration.

(a)

=⇒)

D'après la proposition 2.1.5 pour σ = 0, cela implique

〈v, s′ − s〉 ≤ 0, ∀s′ ∈ S

⇐=)

S un ensemble convexe c'est-à-dire

∀ s′, s ∈ S,∀t ∈ [0, 1], s0 = ts′ + (1− t)s ∈ S.

En vertu de la proposition 2.1.5 on a

v ∈ Np
S(s)⇐⇒ ∃ σ ≥ 0, tel que : ∀s0 ∈ S, 〈v, s0 − s〉 ≤ σ‖s0 − s‖2

⇐⇒ ∃ σ ≥ 0, tel que : 〈v, ts′ + (1− t)s− s〉 ≤ σ‖ts′ + (1− t)s− s‖2, ∀s, s′ ∈ S

⇐⇒ ∃ σ ≥ 0, tel que : 〈v, t(s′ − s)〉 ≤ σ‖t(s′ − s)‖2, ∀s, s′ ∈ S

⇐⇒ ∃ σ ≥ 0, tel que : t〈v, s′ − s〉 ≤ σt2‖s′ − s‖2, ∀s, s′ ∈ S

⇐⇒ ∃ σ ≥ 0, tel que : 〈v, s′ − s〉 ≤ σt‖s′ − s‖2, ∀s, s′ ∈ S

Par passage à la limite lorsque t ↓ 0 on obtient

〈v, s′ − s〉 ≤ 0,∀s′ ∈ S.
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(b) Soient x ∈ Rn S et s ∈ Fr(S), en vertu du lemme 2.1.8, il existe une suite (si)i de

S qui converge vers s, tel que

si ∈ projS(xi), ∀xi ∈ Rn/S

et xi −→ x.
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Si si ∈ projS(xi), donc xi − si ∈ Np
S(si) 6= ∅. Soit vi ∈ Np

S(si), tel que ‖vi‖ = 1, (vi)i

est bornée dans Rn, donc on peut en extraire une sous suite encore notée vi qui converge

vers v et telle que ‖v‖ = 1. En utilisant la partie (a), on obtient

〈vi, s′ − si〉 ≤ 0, ∀s′ ∈ S,

par passage à la limite quand i −→ +∞, on trouve

〈v, s′ − s〉 ≤ 0, ∀s′ ∈ S,

ce qui entraine par application de la partie (a) que v ∈ Np
S(s). Ce qui achève la démons-

tration. �

2.2 Sous-gradients proximaux

Dans cette section, on note F(H) l'ensemble des fonctions semi-continue inférieure-

ment de H dans ]−∞,+∞] i.e.

F(H) = {f : H −→]−∞,+∞], tel que, f s.c.i}.

Dé�nition 2.2.1. Un vecteur v ∈ H est appelé sous-gradient proximal de f en x ssi

(v,−1) ∈ Np
epi(f)(x, f(x)).

L'ensemble de tous ces v s'appelle le sous di�érentiel proximal de f en x, et est noté

∂pf(x).

Remarque 2.2.2.

1. Si α > 0, alors (v,−α) ∈ Np
epi(f)(x, f(x)) ssi v

α
∈ ∂pf(x).

2. La remarque 2.1.6 nous permet immédiatement d'a�rmer que ∂pf(x) est un ensemble

convexe. Cependant il n'est pas nécessairement ouvert, fermé ou non vide.

Théorème 2.2.3. Soient H un espace de Hilbert, U un ouvert de H, f : U −→ R une

fonction Fréchet di�érentiable sur U , et f ∈ C2(U). Alors, il existe σ, δ ≥ 0

f(y) ≥ f(x) + 〈f ′(x), y − x〉 − σ‖y − x‖2, (2.1)

pour tout y ∈ B(x, δ).

Donnons maintenant une caractérisation analytique du sous di�érentiel proximal.

Celle-ci est fondamentale, elle constitue presque une nouvelle dé�nition de sous gradients

proximaux.
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Théorème 2.2.4. Soient f ∈ F et x ∈ dom(f). Alors v ∈ ∂pf(x) ssi ∃ σ, δ ≥ 0, tels que

f(y)− f(x) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈v, y − x〉, ∀ y ∈ B(x, δ). (2.2)

Démonstration.

⇐=)

Soit y ∈ B(x, δ) et (y, α) ∈ epi(f) (i.e.f(y) ≤ α) l'inégalité (2.2) implique

〈v, y − x〉 ≤ α− f(x) + σ[‖y − x‖2 + |α− f(x)|2]

⇒〈v, y − x〉 ≤ α− f(x) + σ〈(y − x, α− f(x)), (y − x, α− f(x))〉

donc

σ〈(y, α)− (x, f(x)), (y, α)− (x, f(x))〉 ≥ v(y − x)− (α− f(x))

=⇒ σ‖(y, α)− (x, f(x))‖2 ≥ 〈(v,−1), (y − x, α− f(x))〉

=⇒ σ‖(y, α)− (x, f(x))‖2 ≥ 〈(v,−1), (y, α)− (x, f(x))〉

D'après (la proposition 2.1.5 (iv)) on obtient (v,−1) ∈ Np
epi(f)(x, f(x))

=⇒)

Supposons que (v,−1) ∈ Np
epi(f)(x, f(x)), c'est-à-dire

Il existe t > 0 tel que

(x, f(x)) ∈ projepi(f)((x, f(x)) + t(v,−1)),

ce qui implique pour (y, α) dans epi(f)

depi(f)((x, f(x)) + t(v,−1)) = t‖(x, f(x)) + t(v,−1)− (x, f(x))‖

⇒t‖(v,−1)‖ ≤ ‖[(x, f(x)) + t(v,−1)]− (y, α)‖

⇒t2‖(v,−1)‖2 ≤ ‖[(x, f(x)) + t(v,−1)]− (y, α)‖2

⇒t2‖v‖2 + t2 ≤ ‖x− tv − y‖2 + |f(x)− tα|2

⇒t2‖v‖2 + t2 ≤ ‖x− y‖2 + t2‖v‖2 + 2t〈v, y − x〉+ (f(x)− t− α)2

⇒(f(x)− t− α)2 ≥ t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2

Pour α = f(y) , on trouve

(f(x)− t− f(y))2 ≥ t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2

Maintenant, t étant constant, il est clair que le membre de droite de l'inégalité ci-dessus

est positif pour y su�samment proche de x. Par ailleurs, on peut supposer que pour
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y ∈ B(x, δ), f(y)− f(x) + t > 0 (ceci car f est s.c.i).

Ainsi, par passage à la racine carrée dans l'inégalité démontrée plus haut, on obtient

f(y) ≥ g(y) = f(x)− t+ {t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2}
1
2 (2.3)

Montrons que pour tout y dans B(x, δ), on a g′(x) = v

En e�et

lim
ε↓0

g(y + tu)− g(y)

ε
= 〈g′(y), u〉, ∀u ∈ E.

Pour tout u ∈ E on a

lim
ε↓0

g(y + tu)− g(y)

ε

= lim
ε↓0

{t2 + 2t〈v, y + εu− x〉 − ‖x− y − εu‖2} 1
2 − {t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2} 1

2

ε

= lim
ε↓0

2t〈v, εu〉 − ε2‖u‖2 + 2ε〈x− y, u〉
ε{t2 + 2t〈v, y + εu− x〉 − ‖x− y − εu‖2} 1

2 + {t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2} 1
2

= lim
ε↓0

2t〈v, u〉 − ε‖v‖2 + 2〈x− y, u〉
{t2 + 2t〈v, y + εu− x〉 − ‖x− y − εu‖2} 1

2 + {t2 + 2t〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2} 1
2

=
2t〈v, u〉+ 2〈x− y, u〉

2{t2 + 2〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2} 1
2

= 〈 tv + x− y
{t2 + 2〈v, y − x〉 − ‖x− y‖2} 1

2

, u〉

En particulier pour x = y on obtient

lim
ε↓0

g(x+ tu)− g(x)

ε
= 〈v, u〉 = 〈g′(x), u〉

alors g′(x) = v, et que g′′ existe et est bornée (disons par 2σ > 0) dans un voisinage

de x ; ainsi, quitte à modi�er δ, on a

g(y) ≥ g(x) + 〈v, y − x〉 − σ‖y − x‖2 ∀y ∈ B(x, δ).

d'après (2.3), on a

f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉 − σ‖y − x‖2 ∀y ∈ B(x, δ).

�
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Remarque 2.2.5. La preuve est considérablement simpli�ée lorsque la fonction f est

supposée localement Lipschitzienne. En e�et, la condition su�sante reste identique (le σ

de (??) peut être pris égal à celui de (2.2)). En revanche, si (v,−1) ∈ Np
epi(f)(x, f(x)), la

proposition 2.1.5 (iii) permet d'a�rmer qu'il existe σ ≥ 0 tel que

〈v, y − x〉 − (f(y)− f(x)) ≤ σ‖y − x‖2 + (f(y)− f(x))2,

pour tout y proche de x. Maintenant, |f(y) − f(x)| est borné localement par K|y − x| ;
ceci nous permet de conclure avec σ′ = σ +K.

Corollaire 2.2.6. Soient S un ensemble fermé non vide de H, et x ∈ S. On dé�nit

le cône normal proximal de S en x par Np
S(x) = ∂pδS(x), où δS représente la fonction

indicatrice de S.

Démonstration.

On a

δS(x) =

0 si x ∈ S

+∞ Sinon

Soit x ∈ S, on a par dé�nition du sous di�érentiel proximal

v ∈ ∂pδS(x)⇐⇒ ∃ σ, δ > 0, tel que : 〈v, y − x〉 ≤ σ‖y − x‖+ δS(y)− δS(x), ∀y ∈ B(x, δ)

⇐⇒ ∃ σ, δ > 0, tel que : 〈v, y − x〉 ≤ σ‖y − x‖, ∀y ∈ B(x, δ).

D'autre part, on a

v ∈ Np
S(x)⇐⇒ ∃ t > 0, dS(x+ tv) = t‖v‖

⇐⇒ ∃ t > 0, t‖v‖ = inf
y∈S
‖x+ tv − y‖

⇐⇒ ∃ t > 0, t‖v‖ ≤ ‖x+ tv − y‖, ∀y ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, t2‖v‖2 ≤ ‖x+ tv − y‖2, ∀y ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, t2‖v‖2 ≤ 〈x+ tv − y, x+ tv − y〉, ∀y ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, t2‖v‖2 ≤ ‖x− y‖2 + t2‖v‖2 + 2t〈−y, v〉, ∀y ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, −2t〈x− y, v〉 ≤ ‖x− y‖2, ∀y ∈ S

⇐⇒ ∃ t > 0, 〈v, y − x〉 ≤ 1

2t
‖x− y‖2, ∀y ∈ S.
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D'près la proposition 2.1.7, on a

v ∈ Np
S(x)⇐⇒ ∃ σ =

1

2t
> 0, tel que 〈v, y − x〉 ≤ σ‖x− y‖2, ∀y ∈ S ∩B(x, δ)

⇐⇒ ∃ σ =
1

2t
> 0, tel que 〈v, y − x〉 ≤ σ‖x− y‖2, ∀y ∈ B(x, δ)

⇐⇒ Np
S(x) = ∂pIS(x).

�

Corollaire 2.2.7. Soit f ∈ F et U ⊂ H un ouvert. On a les propriétés suivantes

(a) Supposons que f est Gâteaux di�érentiable au point x ∈ U , alors

∂pf(x) ⊆ {f ′G(x)}

(b) Si f ∈ C2(U), alors

∂pf(x) = {f ′(x)},∀x ∈ U

(c) Si f est convexe, alors v ∈ ∂pf(x) ssi

f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉, ∀y ∈ H (2.4)

Démonstration.

(a)

Supposons que f est Gâteaux di�érentiable au point x ∈ U et v ∈ ∂pf(x),

et montrons que ∂pf(x) ⊆ {f ′G(x)} :
On a

f est Gâteaux di�érentiable au point x donc

lim
t↓0

f(x+ tv)− f(x)

t
= 〈f ′G(x), v〉, ∀v ∈ H.

D'autre part on a

u ∈ ∂pf(x) = {u ∈ H,∃ σ, δ > 0 : 〈u, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) + σ‖y − x‖2, ∀y ∈ B(x, δ)}.
Si on prend y = x+ tv pour tout v ∈ H on obtient

u ∈ ∂pf(x)⇐⇒ ∃ σ, δ > 0, tel que : 〈u, x+ tv − x〉 ≤ f(x+ tv)− f(x) + σ‖x+ tvx‖2

⇐⇒ ∃ σ, δ > 0, tel que : t〈u, v〉 ≤ f(x+ tv)− f(x) + σt2‖v‖2

⇐⇒ ∃ σ, δ > 0, tel que : 〈u, v〉 ≤ f(x+ tv)− f(x)

t
+ σt‖v‖2.

Passons à la limite quand t ↓ 0, on obtient

〈u, v〉 ≤ lim
f(x+ tv)− f(x)

t
,
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ce qui implique

〈f ′G(x), v〉 − 〈u, v〉 ≥ 0,

et par suite

〈f ′G(x)− u, v〉 ≥ 0,

Pour v = −(f ′G − u)

〈f ′G(x)− u, (−f ′G(x)− u)〉 ≥ 0 =⇒ ‖f ′G(x)− u‖2 ≤ 0

=⇒ f ′G(x) = u.

Par conséquent ∂pf(x) ⊆ {f ′G(x)}.
(b)

Si f ∈ C2(U) et x ∈ U , alors f ′(x) ∈ ∂pf(x) par le théorème 2.2.4, puisque (2.1)

implique (2.2) si v = f ′(x). D'après la partie (a), ∂pf(x) contient seulement f ′(x), alors

∂pf(x) = {f ′(x)}.
(c)

f est convexe, i.e., ∀x, y ∈ H,∀t ∈ [0, 1]

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x).

v ∈ ∂pf(x)⇐⇒ ∃ σ, δ ≥ 0 tel que : f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉 − σ‖y − x‖2, ∀y ∈ B(x, δ).

Soit y ∈ H ,t ∈ [0, 1] et (1− t)x+ ty ∈ B(x, δ)

f(x) + 〈v, (1− t)x+ ty − x〉 − σ‖(1− t)x+ ty − x‖2 ≤ f((1− t)x+ ty − x)

⇔ f(x) + t〈v, y − x〉 − σt2‖y − x‖2 ≤ tf(y) + (1− t)f(x)

⇔ f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉 − σ.t‖y − x‖2

En passant à la limite quand t ↓ 0 on obtient

f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉,

ce qui achève la démonstration �

Corollaire 2.2.8. Supposons que f ∈ F .
(a) Si f atteint son minimum local en x , alors 0 ∈ ∂pf(x).

(b) Inversement, si f est convexe et x0 ∈ ∂pf(x), alors x est un minimum global de f .
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Démonstration.

(a)

Supposons que f atteint un minimum local, donc il existe δ > 0 tel que

f(y) ≥ f(x) ∀y ∈ B(x, r),

qui est l'inégalité du sous di�érentiel proximal pour v = 0 et σ = 0, ce qui implique que

0 ∈ ∂pf(x).

Pour démontrer (b), en vertu de (2.4) avec v = 0, on obtient f(y) ≥ f(x) pour tout

y ∈ H, et par conséquent Alors x est un minimum global de f . �

Proposition 2.2.9. Soit f ∈ F , alors
(i) ∂pf(x) + ∂pg(x) ⊆ ∂p(f + g)(x).

(ii) ∀λ ≥ 0, ∂p(λf)(x) = λ∂pf(x).

Démonstration.

(i)

Soit x ∈ H

(v + u) ∈ ∂pf(x) + ∂pg(x)⇒ v ∈ ∂pf(x) et u ∈ ∂pg(x)

⇒∃σ1, δ1 ≥ 0, f(y) ≥ f(x)− σ1‖y − x‖2 + 〈v, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ1)

∃σ2, δ2 ≥ 0, g(y) ≥ g(x)− σ2‖y − x‖2 + 〈v, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ2)

⇒(f + g)(y) ≥ (f + g)(x) + 〈v + u, y − x〉 − (σ1 + σ2)‖y − x‖2

∀y ∈ B(x, δ1) et y ∈ B(x, δ2),

donc, il existe σ = (σ1 + σ2) ≥ 0, pour tout y ∈ B(x, δ1) ∩B(x, δ2) tel que

(v + u) ∈ ∂p(f + g).

(ii)

Soient λ > 0, x ∈ H

v ∈ ∂p(λf)(x)⇔ ∃σ, δ ≥ 0, (λf)(y) ≥ (λf)(x)− σ‖y − x‖2 + 〈v, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ)

⇔ ∃σ, δ ≥ 0, λf(y) ≥ λ(f)(x)− σ‖y − x‖2 + 〈v, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ)

⇔ ∃σ′ = σ

λ
, δ ≥ 0, f(y) ≥ (f)(x)− σ

λ
‖y − x‖2 + 〈v

λ
, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ)

⇔ v

λ
∈ ∂pf(x)

⇔ v ∈ λ∂pf(x).

�
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Proposition 2.2.10. Soient f, g deux fonctions s.c.i sur un ouvert U de Rn.

(i) Si v ∈ ∂pmin{f, g}(x), alors v ∈ ∂pf(x) si le minimum est atteint pour f

et v ∈ ∂pg(x) dans l′autre cas.

(ii) Si g ∈ C2(U), alors

v ∈ ∂p(f + g)(x) =⇒ v − g′(x) ∈ ∂pf(x)

Démonstration.

(i)

Si le minimum est atteint pour f , on peut écrire pour un certain σ ≥ 0,

min{f, g}(y)− f(x) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈v, y − x〉

f(y)− f(x) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈v, y − x〉.

Ainsi, v ∈ ∂pf(x).

D'autre part, si le minimum est atteint pour g, on peut écrire pour un certain σ ≥ 0,

min{f, g}(y)− g(x) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈v, y − x〉

g(y) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈v, y − x〉.

Ainsi, v ∈ ∂pg(x).

(ii)

Comme g (ou −g) est deux fois di�érentiable dans un voisinage de x on peut trouver une

constante σ′ tel que

g(x)− g(y) + σ′‖y − x‖2 ≥ 〈−g′(x), y − x〉, ∀y ∈ B(x, δ).

D'autre part, comme v ∈ ∂p(f + g)(x) d'après le théorème 2.2.4, il existe σ ≥ 0 tel que

(f + g)(y) ≥ (f + g)(x) + 〈v, y − x〉 − σ‖y − x‖2, ∀y ∈ B(x, δ′)

⇔f(y) + g(y) ≥ f(x) + g(x) + 〈v, y − x〉 − σ‖y − x‖2, ∀y ∈ B(x, δ′),

là aussi dans un certain voisinage de x. En sommant ces deux inégalités, on obtient :

f(y)− f(x) + (σ + σ′)‖y − x‖2 ≥ 〈v − g′(x), y − x〉

Pour σ′′ = σ′ + σ

f(y)− f(x) + σ′′‖y − x‖2 ≥ 〈v − g′(x), y − x〉,

quand y ∈ B(x, δ) ∩B(x, δ′). Ceci implique, en vertu du théorème 2.2.4 que

v − g′(x) ∈ ∂pf(x). �
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Théorème 2.2.11. (La valeur moyenne). Soit f : H −→ R une fonction. Supposons

que x, y ∈ H et f ∈ F , et f est Gâteaux di�érentiable sur un voisinage du segment [x, y]

(où [x, y] = {tx+ (1− t)y : t ∈ [0, 1]}), alors il existe z ∈ [x, y] tel que

f(y)− f(x) = 〈f ′G(z), y − x〉.

Démonstration.

Considérons la fonction suivante

g : [0, 1] −→ R

x 7−→ g(x) = f(ty + (1− t)x)− tf(y)− (1− t)f(x).

On a g est continue sur [0, 1], di�érentiable sur ]0, 1[, et véri�e g(0) = g(1) = 0. Il s'ensuit

qu'il existe un point t̄ ∈]0, 1[ soit un minimum ou un maximum de g sur [0, 1] (i.e.,

g′(t̄) = g(1)− g(0) = 0).

Calculons g′(t̄)

g′(t̄) = f(t̄y + (1− t̄)x))′ − (t̄f(y))′ − ((1− t̄)f(x))′

= f ′(t̄y + (1− t̄)x))(y − x)− (f(y)− f(x))

= 〈f ′G(z), y − x〉 − (f(y)− f(x)).

g′(t̄) = 0, alors

f(y)− f(x) = 〈f ′G(z), y − x〉.

�

Théorème 2.2.12. (Théorème de minimisation). Soit f ∈ F , et supposons que f

est bornée sur un ensemble borné fermé S ⊂ H avec S ∩ dom(f) 6= ∅. Alors, il existe un

ensemble des points x dense dans H, ayant la propriété que la fonction y 7−→ f(y)−〈x, y〉
atteint un minimum unique sur S ′.

Nous établissons maintenant un théorème important qui a�rme que l'ensemble dom(∂pf)

des points dans dom(f) auxquels il existe au moins un sous-gradient proximal est dense

dans dom(f).

Théorème 2.2.13. Supposons que f ∈ F , soit x0 ∈ dom(f), et ε > 0 sont donnés.

Alors, il existe un point y ∈ B(x0, ε) satisfaisant ∂pf(y) 6= ∅, et f(x0)−ε ≤ f(y) ≤ f(x0).

En particulier, dom(∂pf) est dense dans dom(f).
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Démonstration.

Supposons que f est s.c.i, c'est-à-dire, il existe δ avec 0 < δ < ε tel que

x ∈ B(x0, δ) =⇒ f(x) ≥ f(x0)− ε.

Nous donnons d'abord une démonstration dans le cas H = Rn.

Dé�nissions la fonction

g(x) =

[δ2 − ‖x− x2
0]−1 si ‖x− x0‖ < 0,

+∞ sinon.

La fonction g appartient à C2(B(x0, δ)) , considérons la fonction f +g ∈ F qui est bornée

sur la boule fermée de centre x0 et de rayon δ. D'après le théorème de minimisation, la

fonction f + g atteint un minimum local y sur B(x0, δ) qui est évidement dans B(x0, δ),

alors 0 ∈ ∂p(f + g)(y). Par la proposition 2.2.10 on obtient

−g′(y) ∈ ∂p(f)(y),

et par suite, ∂p(f)(y) 6= ∅.
Puisque δ peut être arbitrairement petit, il s'ensuit que dom(∂p(f)) est dense dans dom(f).

Il reste à montrer que f(y) ≤ f(x0)

y est un minimum local de f + g i.e.,

(f + g)(y) ≤ (f + g)(x0), ∀y ∈ B(x0, δ)

⇒f(y) + g(y) ≤ f(x0) + g(x0), ∀y ∈ B(x0, δ)

⇒f(y) ≤ f(x0) + (g(x0)− g(y)) ≤ f(x0) (car g(x0) ≤ g(y)), ∀y ∈ (x0, δ)

⇒f(y) ≤ f(x0), ∀y ∈ B(x0, δ).

Ainsi le preuve est complète dans le cas d'un espace de dimension �nie. pour cas d'un

espace quelconque voir [12]. �
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2.3 La fonction distance

Dans cette partie nous examinons le sous-gradient proximal de la fonction distance dS

associée à un sous-ensemble fermé non vide S de H.

Proposition 2.3.1. Supposons que S un sous-ensemble fermé de H, et que f est K-

Lipschitzienne sur un ensemble ouvert U qui contient S. Supposons que s ∈ S est un

minimum de f . Alors, la fonction x 7−→ f(x) + KdS(x) atteint son minimum sur U au

point x = s. Inversement, si K ′ > K et x 7−→ f(x) + K ′dS(x) atteint son minimum sur

U au point x = s, alors, s ∈ S.

Démonstration.

Supposons que x ∈ U et ε > 0. Soit s′ ∈ S tel que

‖x− s′‖ < dS(x) + ε

f atteint un minimum sur S à s, i.e. f(s) ≤ f(s′)

en utilisant la propriété de Lipschitz nous avons

f(s) ≤ f(s′)

< f(x) +K‖s′ − x‖

< f(x) +KdS(x) + εK

Passant à la limite lorsque ε ↓ 0 on obtient

f(s) ≤ f(x) +KdS(x)

⇔f(s) +KdS(s) < f(x) +KdS(x).

On déduit que f +KdS atteint son minimum sur U en x = s.

Pour prouvez l'inverse. Supposons que K ′ > K, et le point s /∈ S minimise f + KdS sur

U .

Choisissons s′ ∈ S tel que, ‖s′ − s‖ < K′

K
dS(s).

Supposons que s minimise x 7−→ f(x) + KdS(x) sur U , et puisque s′ ∈ S ⊂ U , et f est

K-Lipschitzienne, nous concluons que

f(s) +K ′dS(s) ≤ f(s′) +K ′dS(s′)

≤ f(s) +K‖s′ − s‖

< f(s) +K ′dS(s).

Alors f(s) < f(s) contradiction, donc s ∈ S. �
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Le résultat suivant forme un lien entre le cône proximal et le sous di�érentiel de la

fonction distance .

Théorème 2.3.2. Supposons que S est fermé, et s ∈ S. Alors

Np
S(s) = {tv : t ≥ 0, v ∈ ∂pdS(s)}.

Démonstration.

Supposons que w ∈ Np
S(s), alors il existe σ ≥ 0 tel que

〈w, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2

pour tout s′ ∈ S. D'après le théorème de minimisation la fonction

x 7−→ −〈w, x〉+ σ‖x− s‖2 atteint son minimum sur S au point x = s i.e.,

−〈w, s〉 ≤ −〈w, x〉+ σ‖x− s‖2.

la fonction x 7−→ −〈w, x〉+ σ‖x− s‖2 est localement lipschitzienne ; en e�et

| − 〈w, x〉+ σ‖x− s‖2 + 〈w, y〉 − σ‖y − s‖2|
≤ |〈w, y − x〉+ σ(‖x− s‖2 − ‖y − s‖2)|
≤ |〈w, y − x〉|+ σ(|‖x− s‖+ ‖y − s‖|)(|‖x− s‖ − ‖y − s‖|)
≤ ‖y − x‖(‖w‖+ 2σδ),

donc il existe K = ‖w‖ + 2σδ ≥ 0 tel que la fonction x 7−→ −〈w, x〉 + σ‖x − s‖2 est

K-lipschitzienne, d'après la proposition 2.3.1 la fonction

x 7−→ −〈w, x〉+ σ‖x− s‖2 +KdS(x) atteint son minimum local au point x = s i.e.,

− 〈w, s〉 ≤ −〈w, x〉+ σ‖x− s‖2 +KdS(x)

⇔〈w, x− s〉 ≤ σ‖x− s‖2 +KdS(x)

⇔〈w
K
, x− s〉 ≤ σ

K
‖x− s‖2 + dS(x)− dS(s)

⇔w

K
∈ ∂pdS(s)

On déduit que w ∈ {tv : t ≥ 0, v ∈ ∂pdS(x)}
Pour prouver l'inclusion inverse, on suppose que v ∈ ∂pdS(s), alors

∃σ, δ ≥ 0 dS(x)− 〈v, x− s〉+ σ‖x− s‖2 ≥ dS(s) = 0 ∀x ∈ B(s, δ).

En particulier, il existe δ > 0 tel que

〈v, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2,
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pour tout s′ ∈ S ∩B(s, δ), ce qui est équivalent à

v ∈ Np
S(s).

Or le cône proximal est un cône, on obtient tv ∈ Np
S(s). Ce qui termine la démonstration.

�

Nous pouvons de manière équivalente, lorsque f : H −→ ]−∞,+∞] est semi-continue

supérieurement, dé�nir son sur-di�érentiel proximal. En e�et −f est une fonction s.c.i,

on peut alors dé�nir le sur-di�érentiel proximal ∂pf(x).

Dé�nition 2.3.3. Supposons que −f ∈ F et x ∈ dom(−f), alors v ∈ ∂pf(x) ssi il existe

des nombres positifs σ et δ tels que

f(y)− f(x)− σ‖y − x‖2 ≤ 〈v, y − x〉 ∀y ∈ B(x, δ).

Théorème 2.3.4. Soient S un ensemble fermé non vide de H, x /∈ S, et projS(x) 6= ∅.
Alors

∂pdS(x) 6= ∅.

Démonstration.

Considérons la fonction suivante

fx(w) = ‖w − x‖.

D'après la dé�nition de la di�érentiabilité au sens de Gâteaux de la fonction fx au point

w

lim
t↓0

fx(w + tv)− fx(w)

w
= lim

t↓0

‖w + tv − x‖ − ‖w − x‖
t

= lim
t↓0

‖w + tv − x‖2 − ‖w − x‖2

t(‖w + tv − x‖+ ‖w − x‖)

= lim
t↓0

t‖v‖2 + 2〈v, w − x〉
‖w + tv − x‖+ ‖w − x‖

= 〈v, w − x
‖w − x‖

〉.

On déduit que :

f ′x(w) =
w − x
‖w − x‖

.
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De plus la fonction f ′x est K-lipschitzienne sur B(u, δ), d'après le théorème de la valeur

moyenne, pour tout x ∈ S et w ∈ B(u, δ), il existe v ∈ [u,w] tel que

fx(w)− fx(u) = 〈f ′x(v), w − u〉

= 〈f ′x(v)− f ′x(u) + f ′x(u), w − u〉

= 〈f ′x(v)− f ′x(u), w − u〉+ 〈f ′x(u), w − u〉

≤ |〈f ′x(v)− f ′x(u), w − u〉|+ 〈f ′x(u), w − u〉

≤ |f ′x(v)− f ′x(u)|‖w − u‖+ 〈f ′x(u), w − u〉

≤ K‖w − u‖2 + 〈f ′x(u), w − u〉.

Soit x̄ ∈ projS(u), alors pour tout w ∈ B(u, δ) on a

dS(w)− dS(u)−K ≤ 〈f ′x̄(u), w − u〉,

donc f ′x̄(u) ∈ ∂pdS(u). �

Proposition 2.3.5. Soit f ∈ F , alors

∂pf(x) = −∂p(−f)(x).

Théorème 2.3.6. Soient S un ensemble fermé non vide de H, x /∈ S, et projS(x) 6= ∅.
Alors

Si ∂pdS(x) 6= ∅, alors dS est Fréchet di�érentiable au point x et

∂pdS(x) = ∂pdS(x) = {d′S(x)} = {x− y
ds(x)

},

tel que projS(x) = {y}.

Proposition 2.3.7. Soient U ⊂ H un ouvert convexe, et f ∈ F(U). Alors f est K-

lipschitzienne si et seulement si

∀x ∈ U, ∀v ∈ ∂pf(x), ‖v‖ ≤ K.

Pour plus des détails sur ce chapitre on se réfère à ([11], [12], [13], [18]).



Chapitre 3

Processus de ra�e non convexe du

premier ordre

Le but du dernier chapitre est d'établir un résultat d'existence et d'unicité d'une

solution absolument continue pour le processus de ra�e non convexe du premier ordre

avec une perturbation univoque, qui se présente sous la formeẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + h(t) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0);
(3.1)

Où C(t) est un ensemble non vide fermé de Rn, uniformément r − prox régulier. Nous

détaillons un résultat dû à C. Castaing, A. Salvadori et L.Thibault [9]. Le problème sans

perturbation (h ≡ 0), a était initialement étudié par L.Thibault [21], qui a démontré que

toute solution du problème est solution du problème équivalent suivantẋ(t) ∈ −v̇(t)∂dC(t)(x(t)) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0).

La méthode utilisée pour le problème (3.1) consiste à le ramener au problème sans per-

turbation.

3.1 Ensembles uniformément r-prox réguliers

La non convexité des valeurs des multifonctions, produit souvent plusieurs di�cultés

dans l'étude de quelques problèmes d'évolution contenant des cônes, entre autre le Pro-

cessus de ra�e, cette lacune a été comblée par l'introduction de sous ensembles réguliers

47
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de telle façon que la projection existe sur des boules de rayon r > 0. Cette section est

consacrée à l'étude de ce type de sous ensembles dit : ensembles uniformément r-prox-

réguliers.

La proposition suivante révèle la relation entre le cône normal proximal et le sous dif-

férentiel proximal de la fonction distance, pour plus de détails sur ces ensembles voir

[5].

Proposition 3.1.1. [5]. Soit X un espace de vectoriel normé, S un sous-ensemble non

vide fermé de X, et x ∈ S. Alors

∂pdS(x) = Np
S(x) ∩B∗. (3.2)

où B∗ est la boule unité fermée du dual de X.

Démonstration.

Soit x∗ ∈ ∂pdS(x), alors il existe σ > 0, et δ > 0 tels que pour tout x′ ∈ B(x, δ),

〈x∗, x′−x〉 ≤ σ‖x′−x‖2 + dS(x′)− dS(x) = σ‖x′−x‖2 + dS(x′). Comme x ∈ S donc pour

tout x′ ∈ S ∩B(x, δ),

〈x∗, x′ − x〉 ≤ σ‖x′ − x‖2,

ce qui assure que x∗ ∈ Np
S(x). On a, en vertu de la proposition 2.3.7 ∂pdS(x) ⊂ B∗,

alors x∗ ∈ Np
S(x) ∩B∗.

Fixons maintenant x∗ ∈ Np
S(x) avec ‖x∗‖ ≤ 1, il existe alors σ > 0, et δ > 0 tels que

〈x∗, x′ − x〉 ≤ σ‖x′ − x‖2 pour tout x′ ∈ S ∩B(x, δ). (3.3)

Fixons maintenant γ = min{1, δ
3
} et �xons aussi z ∈ B(x, γ), puis choisissons yz ∈ S tel

que

‖yz − z‖ ≤ dS(z) + ‖z − x‖2. (3.4)

Alors yz ∈ B(x, δ), puisque de (3.4)

‖yz − x‖ = ‖yz − z + z − x‖ ≤ ‖yz − z‖+ ‖z − x‖ ≤ dS(z) + ‖z − x‖2 + ‖z − x‖

≤ ‖z − x‖+ ‖z − x‖2‖z − x‖ ≤ 3‖z − x‖ ≤ 3γ ≤ δ,

et donc

〈x∗, z − x〉 = 〈x∗, yz − x〉+ 〈x∗, z − yz〉

≤ σ‖yz − x‖2 + ‖yz − z‖‖x∗‖

≤ 9σ‖z − x‖2 + dS(z) + ‖z − x‖2

≤ (9σ + 1)‖z − x‖2 + dS(z)− dS(x),
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ceci assure que x∗ ∈ ∂pdS(x) ce qui achève la démonstration.

�

Revenons maintenant à la dé�nition des sous-ensembles uniformément r-prox réguliers.

Dé�nition 3.1.2. [20] Étant donné un r ∈]0,+∞], un sous-ensemble S ⊂ H (espace

de Hilbert) est uniformément r-prox régulier si est seulement si pour tout y ∈ S et tout

v ∈ Np
S(y), v 6= 0 on a

〈 v
‖v‖

, x− y〉 ≤ 1

2r
‖x− y‖2, (3.5)

FIGURE 3.1

pour tout x ∈ S. Par convention 1
r

= 0 pour r = +∞ (dans ce cas, l'uniforme r-prox

régularité est équivalente à la convexité de S).

La proposition suivante (voir la démonstration dans [13], [20]) résume quelques pro-

priétés importantes de ces ensembles.

Proposition 3.1.3. Soit r > 0, et S un sous-ensemble non vide fermé uniformément

r-prox régulier de H, alors

1. projS(x) existe et unique pour tout x ∈ H avec dS(x) < r.

2. Le sous di�érentiel proximal de dS coïncide avec tous les sous di�érentiels contenus

dans le sous di�érentiel de Clarke en tout point x ∈ H satisfaisant dS(x) < r. Dans ce

cas, ∂pdS(x) = ∂dS(x) = ∂cdS(x) est un ensemble fermé convexe de H.

Comme conséquence de 2, pour les ensembles uniformément r-prox régulier, le cône normal

proximal à S coïncide avec tous les cônes normaux contenus dans le cône normal de Clarke

en tout point x ∈ S, Np
S(x) = NS(x) = N c

S(x). (On se réfère à [13] pour les dé�nitions du

sous di�érentiel et cône normal de Clarke).
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Énonçons dans la suite une caractérisation fort utile des ensembles uniformément

r-prox réguliers.

Proposition 3.1.4. [6]. Soit r > 0, et S un sous-ensemble non vide fermé uniformément

r-prox régulier de H. Alors pour tout x ∈ S et tout V ∈ ∂pdS(x) on a

〈v, x′ − x〉 ≤ 2

r
‖x′ − x‖2 + dS(x′) ∀x′ ∈ H, avec dS(x′) ≤ r. (3.6)

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la dernière proposition

(voir aussi [6]).

Corollaire 3.1.5. Pour tout sous-ensemble S non vide fermé uniformément r-prox régu-

lier de H, on a pour tout x ∈ H avec dS(x) < r et tout v ∈ ∂pdS(x)

〈v, x′ − x〉 ≤ 8

r − dS(x)
‖x′ − x‖2 + dS(x′)− dS(x) ∀x′ ∈ H, avec dS(x′) ≤ r.

Ce corollaire est utilisé pour montrer une propriété de fermeture du sous di�érentiel

de la fonction distance associée à une multifonction (voir [4]).

Proposition 3.1.6. Soit r > 0, Ω un sous-ensemble ouvert d'un espace vectoriel normé

X, et K : Ω ⇒ H une multifonction Hausdor�-continue (i.e, lim
x′→x
H(K(x′), K(x)) = 0,

∀x ∈ H) telle que K(y) soit uniformément r-prox régulier pour tout y ∈ Ω. Alors, étant

donné δ, 0 < δ < r, pour tout y′ ∈ Ω, x′ ∈ K(y′)+(r−δ)B, xn → x, yn → y′ avec yn ∈ Ω

et v ∈ ∂pdK(yn)(xn) avec vn ⇀ v′, on a v′ ∈ ∂pdK(y′)(x
′).

Démonstration.

Fixons y′ ∈ Ω, x′ ∈ B(K(y′), r − δ). Comme xn → x′ on obtient pour n su�samment

grand xn ∈ B(x′, δ
4
). D'autre part, puisque K(y′) est uniformément r-prox régulier, de

la proposition 3.1.3, il existe un point z ∈ K(y′) avec dK(y′) = ‖z − x′‖. Alors, par la
dé�nition de la distance de Hausdor�, on a

H(K(yn), K(y′)) = max(e(K(yn), K(y′)), e(K(y′), K(yn))),

e(K(yn), K(y′)) = sup
z∈K(y′)

dK(yn)(z).
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D'autre part

dK(yn)(xn) = inf
tn∈K(yn)

‖xn − tn‖

≤ inf
tn∈K(yn)

‖z − tn‖+ ‖xn − z‖

≤ dK(yn)(z) + ‖xn − z‖

≤ e(K(yn), K(y′)) + ‖xn − z‖

≤ max(e(K(yn), K(y′)), e(K(y′), K(yn))) + ‖xn − z‖

≤ H(K(yn), K(y′)) + ‖xn − z‖,

la continuité de K assure pour n assez grand

dK(yn)(xn) ≤ δ

4
+ ‖xn − x′‖+ ‖x′ − z‖ ≤ δ

4
+
δ

4
+ r − δ = r − δ

2
< r.

En appliquant le corollaire précédent avec v ∈ ∂pdK(yn)(xn) on obtient

〈vn, u− xn〉 ≤
8

r − dK(yn)(xn)
‖u− xn‖2 + dK(yn)(u)− dK(yn)(xn) (3.7)

pour tout u ∈ H avec dK(yn)(u) ≤ r

cette inégalité reste vraie pour tout u ∈ B(x′, δ′) avec 0 < δ′ < δ
4
car pour un tel u on a

dK(yn)(u) ≤ ‖u− x′‖+ ‖x′ − u‖+ dK(yn)(xn) ≤ δ′ +
δ

4
+ r − δ

2
< r.

Par conséquent, en utilisant la continuité de la fonction distance par rapport à (y, x) qui

découle de la Hausdor�-continuité de K et en tendant n vers +∞, l'inégalité (3.7) donne

〈v′, u− x′〉 ≤ 8

r − dK(y′)(xn)
‖u− x′‖2 + dK(y′)(u)− dK(y′)(x

′),

pour tout u ∈ B(x′, δ). Ceci assure que v′ ∈ ∂pdK(y′)(x
′), ce qui achève la preuve de la

proposition. �

Remarque 3.1.7. Comme conséquence directe de ce résultat, on a la semi-continuité

supérieure de la multifonction (x, y) 7→ ∂pdK(y)(x) de Ω×H vers H muni de la topologie

faible.
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3.2 Existence et unicité de solution du processus de

ra�e

Rappelons d'abord quelques résultats classiques qui nous seront utiles pour la démons-

trations du théorème principal.

Dé�nition 3.2.1. Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques, et soit F(X, Y ) l'es-

pace de toutes les applications f : X −→ Y . Un sous-ensemble H de F(X, Y ) est dit

équicontinu au point x de X si

∀ε > 0,∃ δ > 0, ∀y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ ∀f ∈ H, |f(x)− f(y)| < ε.

Proposition 3.2.2. Soit H un sous-ensemble de F(X, Y ), les propriétés suivantes sont

équivalentes

1. H est relativement compact ;

2. Il existe une partie compact de X contenant H ;

3. Toute suite dans H possède une sous-suite convergente dans X.

Théorème 3.2.3. (Théorème d'Ascoli-Arzelà).[14] Soit X un espace métrique com-

pact, (Y, d) un espace métrique complet, et H un sous-ensemble de C(X, Y ) l'espace des

applications continues dé�nie sur X à valeurs dans Y , muni de la topologie de la conver-

gence uniforme. Alors H est relativement compact si et seulement si H est équicontinu et

H(x) est relativement compact, avec

Hx = H(x) = {x(t) : x ∈ H}.

Théorème 3.2.4. (Conséquence du Théorème d' Ascoli-Arzelà).[14] Soit (xk)k

une suite de fonctions absolument continues dé�nies sur un intervalle I de R à valeurs

dans un espace de Banach X telle que(i). ∀t ∈ I, {xk(t)}k est relativement compacte de X;

(ii). il existe une fonction positive c ∈ L1(I,R+) tel que ‖ẋk(t)‖ ≤ c(t), p.p. sur I.

Alors il existe une sous-suite (encore notée (xk)k) et une fonction absolument continue

x : I → X telle que. xk converge uniformement vers x sur un ensemble compact de I;

. ẋk converge faiblement vers ẋ dans L
1(I,X).
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Théorème 3.2.5. (Théorème d'Eberlien-Sm�ulian)[18]. Soit S un sous-ensemble d'un

espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact ;

ii) S est faiblement (relativement) compact.

Dé�nition 3.2.6. (Hémi-continuité supérieure). Soient X, Y deux espaces topolo-

giques munis de la topologie faible et F : X ⇒ Y une multifonction. On dit que F est

hémi-continue supérieurement (h.c.s. en abrégé) en x0 si pour tout p ∈ Y la fonction

σ(F (x), p) est semi-continue supérieurement en x0.

On dit que F est h.c.s si et seulement si elle est h.c.s en tout x0 ∈ X.

Proposition 3.2.7. Toute multifonction semi-continue supérieurement dé�nie de X à

valeurs dans Y qui est muni de la topologie faible est hémi-continue supérieurement.

Théorème 3.2.8. (Théorème de convergence)[1] . Soient X un espace localement

convexe et séparé, Y un espace de Banach, K ⊂ Y un sous-ensemble convexe fermé et

F : X ⇒ Y une multifonction hémi-continue supérieurement. Soient I un intervalle de R,

et xk(.), yk(.) des fonctions mesurables de I à valeurs dans X (respectivement Y ) véri�antpour presque t ∈ I, et tout voisinage V de 0 dans X × Y,

il existe k0 = k0(t, V ) ∀k ≥ k0, (xk(t), yk(t)) ∈ graph(F ) + V.

Si ) xk converge presque partout vers une fonction x de I dans X;

) yk appartient L1(I, Y ) et converge faiblement vers y dans L1(I, Y );

Alors

(x(t), y(t)) ∈ graph(F )i.e., y(t) ∈ F (x(t)) pour presque tout t ∈ I.

Proposition 3.2.9. [18] Le cône proximal normal est hypomonotone, si C est r-prox

régulier alors pour tout x, y ∈ C, u ∈ Np
C(x) et v ∈ Np

C(y)

〈x− y, u− v〉 ≥ −‖u‖+ ‖v‖
2r

‖x− y‖2.

Lemme 3.2.10. (Lemme de Gronwall) Soit une fonction u ∈ C2 véri�ant

u′(t) ≤ b(t) + u(t)a(t).

avec a, b ∈ C2, donc

u(t) ≤ u(t0)e
∫ t
t0
a(τ)dτ

+

∫ t

t0

e
∫ t
s a(τ)dτb(s)ds.
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Pour plus de détails sur le lemme de Gronwall voir [16].

Énonçons d'abord un résultat d'existence pour le processus de Ra�e non convexe sans

perturbation.

Théorème 3.2.11. [21] Soit C : [0, T ] ⇒ Rn une multifonction, véri�ant :

(H1) ∀t ∈ [0, T ], C(t) est un sous-ensemble non vide fermé dans Rn, uniformément r-prox

régulier,

(H2) C est absolument continue, c-à-d, il existe une fonction v : [0, T ] → R absolument

continue non décroissante, telle que

d(x,C(t))− d(y, C(s)) ≤ v(t)− v(s) ∀x, y ∈ Rn et s, t ∈ [0, T ].

Alors, ∀x0 ∈ Rn, il existe une solution unique absolument continue du problème suivantẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0);

et

‖ẋ(t)‖ ≤ v̇(t).

Théorème 3.2.12. [21] Soit C une multifonction véri�ant (H1) et (H2), donc toute

solution du problème ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) p.p. sur [0, T ];

x(0) ∈ C(0).
(3.8)

est une solution du problèmeẋ(t) ∈ −v̇(t)∂dC(t)(x(t)) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0).
(3.9)

Démonstration.

Fixons t ∈ [0, T ] avec x et v sont dérivables en t et ẋ(t) 6= 0. Alors par (3.8) et l'uniforme

régularité de C(t). on obtient

− ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
∈ Np

C(t)(x(t))

Par application du théorème 3.1.1 on sait que pour tout ensemble fermé S et v ∈ S

∂pdS(x) = Np
S(x) ∩B∗
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par conséquent

− ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
∈ ∂pdC(t)(x(t)).

Fixons ε > 0, pour s < t su�samment proche de t, on peut écrire :

〈− ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
, x(s)− x(t)〉 ≤ dC(t)(x(s)) + ε‖x(s)− x(t)‖2

≤ dC(t)(x(s))− dC(s)(x(s)) + ε‖x(s)− x(t)‖2

≤ v(t)− v(s) + ε‖x(s)− x(t)‖2

et donc

〈− ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
,
x(s)− x(t)

t− s
〉 ≤ 1

t− s
v(t)− v(s) +

ε

t− s
‖x(s)− x(t)‖2

ce qui implique

〈 ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
,
x(s)− x(t)

s− t
〉 ≤ v(s)− v(t)

s− t
+ ε(t− s)‖x(s)− x(t)

s− t
‖2,

par passage à la limite quand
s<t−−→ nous obtenons

〈 ẋ(t)

‖ẋ(t)‖
, ẋ(t)〉 ≤ v̇(t)

c'est-à-dire

‖ẋ(t)‖ ≤ v̇(t).

Comme l'inégalité est évidente quand ẋ(t) = 0, on obtient ‖ẋ(t)‖ ≤ v̇(t) pour tout

t ∈ [0, T ], et par conséquent par la dé�nition du sous di�érentiel proximal

−ẋ(t) ∈ v̇(t)∂pdC(t)(x(t))

d'après la proposition 3.1.3 on a

−ẋ(t) ∈ v̇(t)∂dC(t)(x(t)).

�

Théorème 3.2.13. Soit C : [0, T ] ⇒ Rn une multifonction, véri�ant (H1),(H2), si

2
∫ T

0
v̇(s)ds < r. Alors, l'inclusion di�érentielle (3.9) admet une solution unique x(.),

satisfaisant ‖ẋ(t)‖ ≤ v̇(t), cette solution est une solution du problème (3.8).

Maintenant nous somme sur le point de démontrer le théorème principal de ce chapitre
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Théorème 3.2.14. [9] Soit C une multifonction véri�ant (H1) et

(H3) C est absolument continue, c-à-d, il existe une fonction v : [0, T ] → R absolument

continue, telle que

|d(x,C(t))− d(y, C(s))| ≤ ‖x− y‖+ |v(t)− v(s)| ∀x, y ∈ Rn et s, t ∈ [0, T ].

(H4) 2
∫ T

0
|v̇(s)|+ ‖h(s)‖ds < r

Alors, pour toute application h ∈ L1
Rn([0, T ]), l'inclusion di�érentielleẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + h(t) p.p. sur [0, T ];

x(0) = x0 ∈ C(0);
(3.10)

admet une solution unique absolument continue x(.) telle que

‖ẋ(t) + h(t)‖ ≤ |v̇(t)|+ ‖h(t)‖.

de plus, si m une fonction positive Lebesgue intégrable, dé�nie sur [0, T ] et

H = {h ∈ L1
Rn([0, T ]) : ‖h(t)‖ ≤ m(t) p.p.},

Alors l'ensemble {xh : h ∈ H}, où xh est l'unique solution absolument continue de l'in-

clusion di�érentielle (3.10), est un compact de CRn([0, T ]), et l'application h 7→ xh est

continue sur H muni de la topologie faible σ(L1
Rn([0, T ]), L∞Rn([0, T ])).

Démonstration.

Soit h ∈ L1
Rn([0, T ]), pour tout t ∈ I posons

ψ(t) =

∫ t

0

h(s)ds, D(t) = C(t) + ψ(t).

1) Montrons que D(t) est uniformément r-prox régulier :

On sait que

Np
S(x) = {v ∈ Rn,∃ t > 0;x ∈ projS(x+ tv)};

Np
S(.) désigne le cône proximal à x.

projS(u) = {y ∈ S, dS(u) = ‖u− y‖};

étant donné un r ∈]0,+∞],

D(t) est uniformément r-prox régulier⇔ ∀y ∈ D(t) et v ∈ Np
D(t)(y), v 6= 0,

〈 v
‖v‖

, x− y〉 ≤ 1

2r
‖x− y‖2;
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soit y ∈ D(t), donc y −
∫ t

0
h(s)ds ∈ C(t), et soit v ∈ Np

D(t)(y),

Montrons que v ∈ Np
C(t)(y)−

∫ t
0
h(s)ds :

On a

v ∈ Np
D(t)(y)⇔ ∃ t > 0, y ∈ projD(t)(y + tv)

⇔ ∃ t > 0, 〈y + tv − y, z − y〉 ≤ 1

2
‖z − y‖2,∀z ∈ D(t)

⇔ ∃ t > 0, 〈tv, z − ψ(t) + ψ(t)− y〉 ≤ 1

2
‖z − ψ(t) + ψ(t)− y‖2,∀z − ψ(t) ∈ C(t)

⇔ 〈y − ψ(t) + tv − (y − ψ(t)), z − ψ(t)− (y − ψ(t))〉 ≤ 1

2
‖z − ψ(t)− (y − ψ(t))‖2,

∀z − ψ(t) ∈ C(t),

il s'ensuite que

(y − ψ(t)) ∈ projC(t)((y − ψ(t)) + tv)

par suite

v ∈ Np
C(t)(y − ψ(t)),

on a

y − ψ(t) ∈ C(t), v ∈ Np
C(t)(yψ(t))

⇔ 〈 v
‖v‖

, x− (y − ψ(t))〉 ≤ 1

2r
‖x− (y − ψ(t))‖2,∀x ∈ C(t)

⇔ 〈 v
‖v‖

, x+ ψ(t)− y〉 ≤ 1

2r
‖x+ ψ(t)− y‖2,∀x+ ψ(t) ∈ D(t),
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d'où, l'uniforme r-prox régularité de D(t). 2) ∀s, t ∈ [0, T ] et e ∈ Rn on a

|d(e,D(s))− d(e,D(t))| ≤ |d(e, ψ(s), C(s))− d(e, ψ(t), C(t))|

d(e,D(s)) = inf
x∈D(t)

‖e− x‖ = inf
x−ψ(s)∈C(s)

‖e− ψ(s)− (x− ψ(s))‖

= d(e− ψ(s), C(s))

|d(e,D(s))− d(e,D(t))| ≤ |d(e− ψ(s), C(s))− d(e− ψ(t), C(t))|

≤ ‖ψ(t)− ψ(s)‖+ |v(t)− v(s)|

≤ ‖
∫ t

0

h(τ)dτ −
∫ s

0

h(τ)dτ‖+ |
∫ t

s

v̇(τ)dτ |

≤ ‖
∫ t

s

v(τ)dτ‖+ |
∫ t

s

v̇(τ)dτ |

≤ |
∫ t

s

(‖h(τ)‖+ |v̇(τ)|)dτ |

≤ |V (t)− V (s)| pour

V (t) =

∫ t

0

(‖h(τ)‖+ |v̇(τ)|)dτ.

Donc les ensembles D(s) véri�ent (H3) avec la fonction V au lieu de v.

Revenons à notre problème, l'inclusion di�érentielle (3.10) est équivalente à−ẏ(t) ∈ ND(t)(y(t)) p.p.;

y(0) = x0 ∈ C(0) = D(0);
(3.11)

avec y(t) = x + ψ(t), ∀t ∈ [0, T ], en vertu du théorème 3.2.12 et théorème 3.2.13,

cette inclusion admet une solution unique absolument continue véri�ant l'inclusionẏ(t) ∈ −V̇ (t)∂dD(t)(y(t)) p.p.;

y(0) = x0 ∈ C(0) = D(0).

‖ẏ(t)‖ = ‖ẋ(t) + h(t)‖ = ‖ẏ(t)− h(t) + h(t)‖ = ‖ẏ(t)‖ ≤ |V̇ (t)| = |v̇(t)|+ ‖h(t)‖.

On déduit que le problème (3.10) admet une solution unique absolument continue.

Montrons que {xh : h ∈ H} est compact :

Soit (xhn)n une suite de solutions de (3.10), donc (hn)n est une suite de H qui est

σ(L1
Rn , L∞Rn) compact, d'après le théorème d'Eberlien-Sm�ulian, H est faiblement sé-

quentiellement compact, par suite, on peut extraire une sous suite notée aussi (hn)n conver-

geant vers h de H, pour la topologie σ(L1
Rn , L∞Rn).
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D'autre part (ẋhn)n est une suite de K tel que

K = {h ∈ L1
Rn([0, T ]), ‖h(t)‖ ≤ v(t) + 2m(t)}.

de la même façon que pourH, on déduit queK est σ(L1
Rn , L∞Rn) compact, donc il existe une

sous suite extraite qui converge vers z ∈ K σ(L1
Rn , L∞Rn) et (xhn)n converge uniformément

vers une fonction ω ∈ CRn([0, T ])

ω(t) = x0 +

∫ t

0

z(s)ds ∀t ∈ [0, T ]

d'où : ω̇ = z p.p., d'après le théorème 3.2.12, (xhn)n véri�e l'inclusion di�érentielleẋhn(t) ∈ −ω̇(t)∂dC(t)(xhn(t)) + hn(t) p.p. sur[0, T ];

xhn(0) = x0 ∈ C(0).

tel que ω(t) =
∫ t

0
(v̇(s) +m(s))ds,∀t ∈ [0, t], comme (ẋhn)n converge faiblement vers ω̇+h

et xhn converge uniformément vers ω, et la multifonction ω̇(t)∂dC(t)(.) est semi-continue

supérieurement sur Rn en utilisant le théorème de convergence on obtientω̇(t) ∈ −ω̇(t)∂dC(t)(ω(t)) + h(t) p.p.;

ω(0) = x0 ∈ C(0).

donc la fonction absolument continue ω véri�e l'inclusion di�érentielleω̇(t) ∈ −NC(t)(ω(t)) + h(t) p.p.;

ω(0) = x0 ∈ C(0).

par conséquent l'ensemble {xh : h ∈ H} est compact.

Montrons que l'application h 7→ xh est continue sur H muni de la topologie faible σ(L1
Rn , L∞Rn)

Soit (hn)n une suite de H convergeant σ(L1
Rn([0, T ]), vers h, et xhn(.) l'unique solution

absolument continue du problème suivantẋhn(t) ∈ −NC(t)(xn(t)) + hn(t) p.p. sur [0, T ].

xhn(0) = x0 ∈ C(0).

on a

‖ẋhn(t)‖ ≤ v(t) + 2‖hn(t)‖ p.p.,

donc (ẋhn)n est uniformément intégrable dans L1
Rn([0, T ]), on peut donc supposer que

(ẋhn)n converge σ(L1
Rn([0, T ]), L∞Rn([0, T ])) vers une fonction intégrable z et par suite on
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a :

∀t ∈ [0, T ]

lim
n
xhn(t) = lim

n
(x0 +

∫ t

0

ẋhn(s)ds) = x0 +

∫ t

0

z(s)ds);

posons

y(t) = x0 +

∫ t

0

z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

alors

ẏ = z p.p.

d'après le théorème 3.2.12 , (xhn) véri�e l'inclusion di�érentielleẋhn(t) ∈ −ω̇(t)∂dC(t)(xhn(t)) + h(t) p.p.;

xhn(0) = x0 ∈ C(0).

avec ω(t) =
∫ t

0
(|v̇(s)|+ |hn(s)|)ds ∀t ∈ [0, T ],

Comme,(ẋhn + hn)n converge faiblement vers ẏ + h et (xhn) converge uniformément vers

y, et comme x → ω(t)∂dC(t)(x) est semi-continue supérieurement à valeurs convexes

compactes, en vertu du théorème de fermeture on obtientẏ(t) ∈ −ω̇(t)∂dC(t)(y(t)) + h(t) p.p.;

y(0) = x0 ∈ C(0).

donc la fonction y(.) véri�eẏ(t) ∈ −NC(t)(y(t)) + h(t) p.p.;

y(0) = x0 ∈ C(0).

d'où σ est séquentiellement faiblement continue. �



3.2. Existence et unicité de solution du processus de ra�e 61

Le résultat suivant permet de comparer les solutions des problèmes−u̇f (t) ∈ NC(t)(uf (t)) + f(t) p.p.;

uf (0) = u0 ∈ C(0).

et −u̇g(t) ∈ NC(t)(ug(t)) + g(t) p.p.;

ug(0) = u0 ∈ C(0).

Proposition 3.2.15. Soit f, g ∈ L1
E([0, T ]) avec ‖f(t)‖ ≤ σ(t) et ‖g(t)‖ ≤ σ(t), où σ

est une fonction Lebegue-intégrable. Sous les hypothèses du théorème 3.2.14, on a pour

tout t ∈ [0, T ]

‖uf (t)− ug(t)‖ ≤ γ exp(r−1

∫ t

0

σ(s)ds)

∫ t

0

‖f(s)− g(s)‖ds.

Démonstration.

Soit

−u̇f (t) ∈ NC(t)(uf (t)) + f(t),

et

−u̇g(t) ∈ NC(t)(ug(t)) + g(t),

le théorème 3.2.14, assure que pour presque tout t ∈ [0, T ]

‖u̇f (t) + f(t)‖ ≤ |v̇(t)|+ ‖f(t)‖ ≤ |v̇(t)|+ σ(t)

et

‖u̇g(t) + g(t)‖ ≤ |v̇(t)|+ ‖g(t)‖ ≤ |v̇(t)|+ σ(t).

Alors pour presque tout t ∈ [0, T ]

−r
|v̇(t)|+ σ(t)

(u̇f (t) + f(t)) ∈ NC(t)(uf (t)) et ‖
−r

|v̇(t)|+ σ(t)
(u̇f (t) + f(t))‖ ≤ r,

et

−r
|v̇(t)|+ σ(t)

(u̇g(t) + g(t)) ∈ NC(t)(ug(t)) et ‖
−r

|v̇(t)|+ σ(t)
(u̇g(t) + g(t))‖ ≤ r.

Alors

〈−u̇f (t)− f(t)− (−u̇g(t)− g(t)), uf (t)− ug(t)〉 ≥ −r−1(|v̇(t)|+ σ(t))‖uf (t)− ug(t)‖2
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Par conséquent, pour presque tout t ∈ [0, T ]

〈u̇f (t)− u̇g(t), uf (t)− ug(t)〉 ≤ 〈g(t)− f(t), uf (t)− ug(t)〉+ r−1(|v̇(t)|+ σ(t))‖uf (t)− ug(t)‖2,

ce qui entraine

d

dt
(‖uf (t)− ug(t)‖2) ≤ 2(‖f(t)− g(t)‖+

|v̇(t)|+ σ(t)

r
‖uf (t)− ug(t)‖)‖uf (t)− ug(t)‖.

(3.12)

D'autre part, pour tout t0 ∈]0, T [ tel que d
dt
‖uf (.)−ug(.)‖(t0) existe et ‖uf (t0)−ug(t0)‖ = 0

donc

d

dt
‖uf (.)− ug(.)‖(t0) = 0, (3.13)

en e�et : pour tout t au voisinage de t0, on a

‖uf (t)− ug(t)‖ − ‖uf (t0)− ug(t0)‖ = ‖uf (t)− ug(t)‖ ≥ 0.

vu que la fonction t 7−→ ‖uf (t) − ug(t)‖ est absolument continue (car la norme est lip-

schitzienne), (3.12) et (3.13), on obtient pour tout t ∈ [0, T ]

d

dt
(‖uf (t)− ug(t)‖) ≤ ‖f(t)− g(t)‖+

|v̇(t)|+ σ(t)

r
‖uf (t)− ug(t)‖,

comme ‖uf (0)− ug(0)‖ = 0, en utilisant, l'inégalité de Gronwall, on trouve pour tout

t ∈ [0, T ]

‖uf (t)− ug(t)‖ ≤
∫ t

0

exp(

∫ t

s

|v̇(τ)|+ σ(τ)

r
dτ)‖f(s)− g(s)‖ds

≤
∫ t

0

exp(r−1

∫ t

0

(|v̇(τ)|+ σ(τ))dτ)‖f(s)− g(s)‖ds

≤ exp(r−1

∫ t

0

(|v̇(s)|+ σ(s))ds)

∫ t

0

‖f(s)− g(s)‖ds,

et donc

‖uf (t)− ug(t)‖ ≤ γ exp(r−1

∫ t

0

σ(s)ds)

∫ t

0

‖f(s)− g(s)‖ds

ce qui termine la démonstration. �



Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire à mettre en lumière deux concepts

principals de l'analyse non lisse : le sous di�érentiel proximal et le cône proximal, et

cela en donnant leurs propriétés ; quelques règles de calcul ainsi qu'une application à la

résolution du processus de ra�e non convexe du premier ordre. Ce type de problème a

connu plusieurs généralisation ; citons par exemple

�Le processus de ra�e du premier ordre avec perturbations multivoques, avec et sans

retard.

�Le processus de ra�e d'ordre supérieur.

�Processus de ra�e dépendant du temps et de l'état.

D'autres résultats ont été obtenu, en exploitant les propriétés du sous di�érentiel proximal

pour résoudre des problèmes dont le second membre est une multifonction à valeurs non

convexes incluses dans le sous di�érentiel d'une fonction non convexe.
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