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Introduction

Ce mémoire est consacré au domaine de la distribution de valeurs des fonctions méromorphes.
On se propose d’étudier des propriétés des fonctions méromorphes dans le corps des nombres
complexes p-adiques C,. Le corps C, est le complété de la cloture algébrique du corps des
nombres p-adiques @, muni de la valeur absolue p-adique, ot p un nombre premier fixé, on
obtient une analyse différente qu’on appelle analyse p-adique.

Les nombres p-adiques ont été introduits comme un outil de théorie des nombres a la fin
du vingtiéme siécle par K.Hensel. Aujourd’hui, les nombres p-adiques sont importants dans la
théorie des nombres, physique théorique, théorie probabilité , topologie algébrique, code géné-

tique et dans les équations différentiels. . . etc.
Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres précéde par une introduction.

Dans le premier chapitre, on commence par la construction du corps des nombres p-adiques
par le procédé de complétion par rapport a la valeur absolue p-adique, ensuite on a abordé les
propriétés fondamentales, topologiques et analytiques. Il est important de constater qu’il y a
beaucoup de ressemblances entre ’analyse réelle et 'analyse p-adique. Mais, il y a aussi des
différences remarquables comme le fait que la limite du terme générale d’une série soit nulle
est une condition nécessaire et suffisante, dans le cas p-adique, pour la convergence de cette
série. De méme dans Q,, tout point d'une boule ouvert ou fermé est le centre de cette boule.
Ensuite on fait la contraction du corps des nombres complexes p-adiques C, a partir du corps
des nombres p-adiques Q, et on termine par une représentation des séries entieres qui jouent un

role trés important dans ’étude des fonctions analytiques p-adiques.



Introduction

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la distribution des zéros des fonctions analytiques
p-adiques et le principe du module maximum d’une fonction analytique p-adique, ce dernier
défini une méthode qui nous permet d’étudier la distribution de zéros d’une fonction analytique
p-adique et s’étend d’une maniére naturelle aux fonction méromorphe p-adique. En termine ce
chapitre par le wronskien p-adique qui est le déterminant d’une famille de solution d’un systéme
différentiel linéaire homogéne. Nous allons considérer des propriétés des wronskiens généralisés

de série entiére p-adique.

Dans le troisiéme chapitre, on a deux parties, dans la premiére partie nous allons montre
un résultat liant la croissance d’un wronskien généralisé a la croissance du wronskien ordinaire
de m séries entiéres p-adiques. Comme application, on montre que si le wronskien ordinaire
de m fonctions entiéres p-adiques est un polyndéme non nul, alors toutes les fonctions sont des
polynomes. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse a I’application de ces résultats aux équations

différentielles linéaires dans C, qui consiste & résoudre 1’équation
Py(x)y®(z) + ... + Py(x)y(x) =0,

ous>1etFy,...,FP;des polynomes a coefficients dans C,, avec Ps non nul.

e Sil’équation différentielle a un systéme complet de solutions qui sont ses fonctions entiéres

dans C,, alors toutes les solutions sont des polynomes.

e Si ’équation différentielle a un systéme complet de solutions qui sont ses fonctions mé-

romorphe dans C,, alors toutes les solutions sont des fractions rationnelles.



Notation

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K

Un corps.

La valeur absolue sur un corps K.

La distance sur un corps K.

La valuation sur K .

Le corps des séries formelle K .

Le disque fermé de centre a et de rayon r.

Le disque ouvert de centre a et de rayon r.

L’un ou l'autre de ces deux disque.

Le cercle de centre a et de rayon 7.

La valuation p-adique.

La valeur absolue p-adique.

Anneau des entiers p-adique.

Corps des nombres de p-adiques.

La cloture algébrique de corps Q,.

Le complété de la cloture algébrique de corps Q.
[’ensemble des fonctions analytiques sur D(a,r).
L’ensemble des fonctions entiéres sur C,,.
L’ensemble des fonction entieres transcendantes sur C,,.
Le module de maximum.

La fonction de valuation p-adique.

L’ensemble des fonctions méromorphes sur D(a,r).
L’ensemble des fonctions méromorphes sur C,,.

L’ensemble des fontions rationnelles sur C,,.

L’ensemble des fonction méromorphes transcendantes sur C,,.



Chapitre 1
Préliminaire sur ’analyse p-adique

Ce chapitre a pour but d’introduire les outils nécessaires dont on aura besoin dans la suite.
On va rappeler les outils de base pour 'analyse p-adique et donner des propriétés déja connues

aux fonctions analytiques p-adiques ( dans un disque ou dans le corps tout entier).

1.1 Valeur absolue sur un corps

Définition 1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application |.| : K — R

telle que
1) |z =0<=2z=0,
2) |yl = lxllyl, Vr,y €K,
3) e +yl <l|z|+yl, Ve,yeK. (Iinégalité triangulaire)
On dit que la valeur absolue |.| est ultramétrique si au lieu de (3) on a
3’) |z +y| < max(|z|, |y|), Yo,y € K (inégalité triangulaire forte ).
Définition 1.2. (la valuation)

Soit K un corps, une valuation v sur K est une application de K dans R U {+oo} vérifiant les

trois condilions suivantes
1) v(z) = 400 si et seulement si x = 0,
2) v(zy) =v(z) +v(y), Va,yekK,

3) v(x+y) > min(v(z),v(y)), Vr,ye K.



1.1. Valeur absolue sur un corps

Exemple 1.1.

e Tout corps est muni d’au moins une valeur absolue ultramétrique a savoir ’application
l.| - K — Ry définit par
0 stz =0;
|z =
1 SINon.

o KI[[X]] le corps des séries formelles a une variable sur K, pour tout f € K[[X]], f # 0

on a

f(X) = Z an X", an, #0.

n>ngo

On pose v(f) =ng et v(0) = +o0, donc on a

1. v(f) = 400 st et selement si f =0,
2. v(f.9) = v(f) +v(g),
3.0(f+g) = min(u(f) v(g)),

et si l'on pose |f| = a*Y) . a > 0 on définit une valeur absolue ultramétrique sur le corps

[

K{X]].
En effet
1) Soit f € K[[X]], on a
| fl=0 <= a¥) = 0

= 5 =0

— u(f) = o

= f =0
2) Soit f,g € K[[X]], on a

Fg| = a9 = q-CH) — g-oH=o)

= [fllgl-

3) Soit f,g € K[X]], on a |f+ g| = a+9),

Et comme on a
v(f +g) = min(v(f),v(g))
donc

—u(f +g) < —min(v(f), v(g)) = max{-v(f), —v(g)},



1.1. Valeur absolue sur un corps

alors

a U+9) < max{a’”(f), a*v(g)}

d’ou, |f +g| < max{|f],|g|}.

Remarque.
e En topologie, une distance ultramétrique est une distance d sur K vérifiant I'inégalité

ultra triangulaire

d(x,z) < max{d(z,y),d(y, z)}; Vz,y,z € K. (1.1)
Un espace métrique dont la distance vérifie (1.1) est dit ultramétrique.

Théoréme 1.1. La valeur absolue sur K est ultramétrique si el seulement si pour tout entier

n>0,|nl <1.

Preuve.

i) On suppose que |z+y| < max{|z|, |y|} est vérifie et on montre par récurrence que |n| < 1
pour tout entier n > 0.
Pourn=0;o0na|n|=[0=0<1,etpourn=1;onaln|=|1]=1<1.
On suppose que |n| <1 et vraie pour n > 0, et on montre que | n+ 1| < 1.
On a
|n 4+ 1] < max{|n|,|1|} <1,
d’ou
In+1] <1,
alors Vn € N |n| <1

ii) Pour la dexiéme implication on suppose que |n| < 1, pour tout n € N et on montre que
|z + y| < max{|z|, |y|} pour tout z,y € K.

Pour tout n € N*

n

> (k) atyn*

k=0
n

|GOH*] "]
k=0

< Y tfalHlyl "
k=0

v +yl" =z +y)"| =

IN

Et comme

lz| <max(|z|,|y]) et |y| < max(|z|,|y]),



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

alors
|z* < (max(|z|, [y]))* et |y["" < (max(]z], [y]))" "
d’ou .
[ +yl" < 3 (max(l], |y])"
< (n+ 1)(max(|z[,[y]))",
donc

& +y| < (n+ 1)7 (max(|z], [y])),

par passage a la limite de n on obtient

|z +y| < max(|z[, [y]). u

Remarques :

e S'il existe un entier n > 0 telque |n| > 1, on dit que la valeur absolue sur K est

archimédienne.

e Sisup{|n|,n € N} = +o00, on dit que la valeur absolue est archimédienne. ( Voir [12])

e On peut remplace n € N par n € Z (car | — n| = |n|).

1.2 Construction analytique du corps des nombres p-adiques

Soit p un nombre premier (p = 2,3, 5, ...).

1.2.1 Valuation p-adique sur Q

Définition 1.3. Soit © € Z, on appelle valuation p-adique de x notée v,(z) le plus grand entier

naturel « telle que p* divise x i.e
vp(x) = maz{a € N,p* \ z}.
Par convention on a : v,(0) = +o0.

o u,(z) = ord,(x).

10



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

Exemple 1.2.

1) x=5+5p? +5p° +5p8, pour p>5,
vp(z) = 0.

2) x =5p*+5p°, pour p>5,
vp(x) = 2.

3) v,(—=1) =0, Vp>0.
En effet
20,(—1) = v,(—1 x —=1) = v,(1) =0, d’ot v,(—1) = 0.

Définition 1.4. La valuation p-adique sur Q est l’étendre de la valuation p-adique sur Z de la

facons suivante

avec a,b € Z,b # 0.

Exemple 1.3. Soit © = % € Q, tels que

e a =2+2p*+p° pour p>2,

o b =202 +p5 pour p>2.
Ona wy(a) =0 et v,(b) =3, alors

vp(x) = vp(a) — vy(b) =0 —3 = —3.
Proposition 1.1. Pour tout x,y € Z, on a
1) vy(z) = +o0o <=2 =0,
2) Up(x.y) = Up(x) + Up(y) )
3) vp(x +y) = min(vp(x), vp(y)).
Preuve.
1) D’apreés la définition 1.3.
2) On a (2) est trivial, si z =0 ou bien y = 0, et pour tout x,y € Z* tel que
r=p*® n neZ et (np) =1,

Y= pvp(y). m, m € 7* et (mjp) =1,
on a

Ty = pvp(x)-ﬁ-vp(y)‘nm’ (nm,p) = 1.

Dot vy(zy) = v,(z) + v,(y).

11



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

3) On a 3) est trivial, si = 0 ou bien y = 0, et pour tout x,y € Z* tel que
r=p*® n necZ et (np) =1,
y=p»W. m, meZ et (mp) =1,

onazxr—+y= p”“”.n + p”P(y).m.

o Siv,(z) <wvy(y), on a

T4y = pr® (n 4 pr@® ) (k) = 1,

k

d’ou
vp(z +y) = vp(r) = min{v,(x),v,(y)} .

e Siw,(z) > v,(y), on a

T + Yy = pvp(y) (m + p”p(x)_’up(y)_n)’ (k;’p) = 1’

(. i

d’ou
vp(x +y) = vp(y) = min {vp(z), v,(y)} - u

Remarque. Pour tout z,y € Z*

vp(z) # v,(y) = vp(z +y) = min{v,(x), v,(y)}.

En effet

On prend v,(x) < v,(y) on a

Up(l‘ + y) 2 min{vp(x)vvp(y)}7 vxvy € Z*u

c’est-a-dire vy(x 4+ y) > v,y(x).

Il reste & montrer que v,(z) > v,(x +y), on a

vp() = vp(x +y —y) > min{v,(x + y),v,(y) }.

Si min{v,(z + v),v,(y)} = v,(y), alors v,(z) > v,(y), c’est une contraction avec les données,
donc v,(x) > v,(x + y).

D’ott on montre l'inégalité.

Proposition 1.2. La valuation p-adique sur Q définit bien une valuation discréte.

12



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

Preuve.
1) 1l est claire d’aprés la définition de la valuation.

2) Soient x,y € Q tels quex:%,yzget a,c € Z,b,d € Z*.
ac

Onaxy:@,

donc

ac

w(ay) = w() = vplac) —vy(bd)
= vp(a) + vp(c) — vy(b) — vp(d)
= vpa) — vp(b) + vp(c) — vy(d)
(

= v,(x) + v,(y).

3) Soient z,y € Q tels quex:%,yzget a,c € Z,b,d € Z*,
ad + bc

o donc

onaxr—+y=

ad + be
Up<x + y) = Up( bd )

vp(ad + be) — v,

bd)

(
(b) — vp(d)

vp(ad + be) — v,

v v
S 2 g
S 3 03
A A
S 1 1
is] bS] bS]
—~~ o~
S Q
— ~— — ~— ~—
I+
'UC 'ﬁ@
—~~ o~
S &
£ L
—~
) hS]
~
S
| ~—
S
?\ S
QO
~
— QU
~—
%@
—~
S
~—
_|_
ﬁ@
—~
O
~
I
@@
—~
S
~—~
I
%@
—~
SH
~—
—~

Proposition 1.3. La valuation p-adique de la suite (n!),>o est donnée par

n — Sy(n)

, Vn e N
p—1

vp(nl) =
ot Sy(n) désigne la somme de chiffres de ’écriture de n en base p.

Preuve.
Sin=0,on a0l =1, v,(1) = 0. Sinon

nl = Hj’ Up(n!) = Z'Up(j), tel que 5 = aijp” + 4+ asjij.
Jj=1 Jj=1

13



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

Ou Qi # 0, vp(j) =15 et Sy(j)

Alors
j —
j-1 =

Donc
Sp(j—1)

d’ont

D’ou le résultat.

aiijj + aij+1plj+1 + -+ aSjij

. . s‘j
P+ (a;, —1)pY + 3 ap,

l=i;+1
PO =14 (ay —ph + Y ap
l:i]'-f-l
ij—l Sj
(p—1) 2 p' + (@i, = )p + 3 ap!
1=0 l=ij+1
ij—l Sj
= (p—DXl+(a; -1+ > a
=0 l=ij+1
= dj(p—1)+a; + ZJ a; — 1
I=ij+1
= dip—1)+ > a-1
I=i;
— G- D) +S5,0) - L
L S-D-S()+1
J p _ 1 )
1 n
= —Z [Sp(] —1)— Sp(]) + 1]
p—1;3
1 n n
- o1 250 = 1) = 225() +n
b j=1 j=1
n— Zl [Sp(j) = Sp(d — 1)]
— j:
= p—
. n- Sp(”)
= p—

14



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

1.2.2 Valeur absolue p-adique sur Q

Définition 1.5. (Valeur absolue p-adique sur Q)
Pour tout x € Q, on définit la valeur absolue p-adique de x par
p U@ six £ 0;

‘x|p:
0 stx = 0.

Exemple 1.4.
1) v =5+5p? +5p° +5p8, pour p>5,
|m’p e p—’l}p($) e p—O e pO e ]_
2) x =5p*+5p°, pour p>5,
x|, = =@ =p~2.
+oo
5) x=—-1= % p(p—1), Vp>2,
i=0
jalp = p~ @ =p” = 1.

1 n—sp(n)
4) Pour tout n € N nous avons |—'|p =p p=1
n!

Proposition 1.4. Soient x,y € Q, lapplication |.|, dans Ry vérifiée les trois proprétés d’une
valeur absolue et elle vérifie plus la propriété :
|z + yl, < max{|z|,,|yl,}(Inégalité triangulaire forte). C’est-a-dire, Uapplication |.|, est une

valeur absolue ultramétrique.

Preuve.

1) Pour tout z € Q , on a

2, =0 <= p @ =0
= y(r) =00

— z=0.
2) Soient x,y € Q , on a

| xy\p _ pfvp(wy)
— p_vp (I) —UpY

_ p—vp(ac) 'p_”p(y)

= |x|p-|y|p‘

15



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

3) Soient z,y € Q tels que :x = %,y = 2 et a,c € Z,b,d € *
on a
x4y, = p Pty < pymmin{up(@)up(y)}
= pmer{-uw@) v )}
= max{p@ p~rW}
= maz{|x|p, lylp}-
D’ot Papplication x — || , est une valeur absolue ultramétrique. |

Proposition 1.5. Soient a et x deuz éléments de Q on a
|z —al, < lal, = |z, = |al,.

Preuve. On suppose que |z — al, < |al,.

On a

|x’p = |x —a+ a’p
< max{[r — al,, |al,}

— lal,. (1.2)

D’autre part

‘a|p: |a—x—|—x|p

< max{|a — x|y, |2, }.

Si max{|a — x|, ||, } = |z — a|, alors
la|, < |z — al, contraction avec |z — al, < |al,.
Donc max{|z — al,, |a|,} = |z|,-
D’ou
lalp < |y (1.3)
De (1.2) et (1.3)

|zl = lalp. m

16



1.2. Construction analytique du corps des nombres p-adiques

1.2.3 Complétion de Q

On sait que R est la complétion de Q par rapport a la valeur absolue usuelle, et dans ce cas
les éléments de R sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de Q. La méme procédure
se fait pour une valeur absolue ultramétrique |.|, . La complétion de Q par rapport a cette valeur
absolue |.|, donne un corps ultramétrique appelé corps des nombres p-adiques et se note Q,.
Ainsi les éléments de @, sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy dans Q,, muni de
la relation suivante

(ay) ~ (by) <= lim |a, — by|, = 0.

n—+00
Remarque. Pour la distance p-adique et pour a € Q, on a
la valeur absolue |.|, peut étre prolonger de Q sur tout Q, de la facon suivante |a|, = lim |a,]|,.
n—-+00

Par conséquent : Va € Q, : 3(a,), CQ; a= lim a,.

n—-4o00

Théoréme 1.2. (D’Ostrowski)[12]
Toute norme |.| non trivial sur Q est équivalente & une norme p-adique |.|,, ou bien & la valeur

absolue usuelle sur Q.

Proposition 1.6. (Développement de Hensel)[1]

Tout v € Q, admet un unique développement de Hensel

n
T = g anp -,

n>ng

ot 0<a,<p—1 et ng €Z, si ap, #0 alors ng = v,(x).

Proposition 1.7.

Le corps des nombres p-adiques Q, définit aussi par
a *
Q, = {3/ aEZp,bGZp},

et l'ensemble
Zp: {CE e@p ; |$|p S 1}7

est un sous-anneau de Q, et de plus Z, est l'adhérence de Z dans Q,.

Le groupe des unités est

ZX={x€Z,; |af,=1}.

17



1.3. Propriétés topologiques et analytiques de Q,

1.3 Propriétés topologiques et analytiques de Q,

1.3.1 Propriétés analytiques

Généralement les propriétés analytiques de QQ, sont analogues a celles de R, mais la différence
remarquable entre ses deux corps réside dans les critéres de convergence des suites et des séries

de puissance.

Théoréme 1.3. Soit (an)n>o0 est une suite de Cauchy dans Q, et par conséquent convergente
st et seulement si

ngrfoo |6Ln+1 B an|p =0

Preuve.

I- Supposons que (a,)n>0 est une suite de Cauchy, alors
Ve > 0,3ng € N,Vm > n > ng; | apm — ap [p,< e,
donc pour m=n+1on a
Ve > 0,3ng € N:Vn > ng; |aps1 — anl, <,

d’ou
lim |a,i1 — apl, =0.
n—>+oo| ntl n|p
II- Inversement supposons que

Soit € > 0, il existe ng € N tel que sin > np on a |a,+1 — a,|, < €.

Pour tout m > n > ng on a
|am - an’p = |am — Q-1+ Ap—1 — Q2+ Q2 — -+ + Qp+1 — Anlp
S maX{|am _am—1|p7'-'7|an+l _an|p}7

et comme

Vk >n > ng; lagsr — agl, < €.

Alors

|am — anl, < €, Ym >n > ny,

par suite (a,),>o est de Cauchy dans Q,. |

18



1.3. Propriétés topologiques et analytiques de Q,

Proposition 1.8. Soit la série)’ | ay |p, an € Qp, alors
n>0

5 | an, |, converge dans R = E anconverge dans Q,.
n>0 n>0

Preuve. Puisque ) | a, |, converge dans R, alors la suite des sommes partielles

n>0
Sn= Y. |a;|,est de Cauchy dans R i.e
0<i<n
Ve >0,IN e NNVm >n > N;| S, — S, |[<e.
On a
| Sin = Sn | =] Z |ailp |
n+1<i<m
= Z | a; [
n+1<i<m
< e
Ce qui implique que S}, = > a; est une suite de Cauchy dans @, alors > a; converge dans
0<i<n i>0
Q. |

Proposition 1.9. Soit (a,)nen une suite d’éléments de Q,. Si hI}_l apn=a#0,a€cQ,, alors
n—-+0oo

il eriste ng € N tel que

Vi > o, lanl, = lal,.

Preuve.

Soit (an)nen € Q, telle que lirf a, = a # 0, alors (a,)nen est une suite de Cauchy, i.e
n—-+00
Ve > 0,3ng € N,Vm >n > n, = |a, — au|p < ¢.
D’autre part, on a
Vm,n > no, ||amlpy = lanlp] < |am — anlp.

Donc (|ay|p)nen est une suite de Cauchy dans R et comme (R, |.|) complet , alors (|a,|,)nen
converge dans R.

D’aprés 'hypothése on a lim |ay,|, # 0, alors lim |a,|, =1 > 0.
n—+oo n—+o00o
l l
Pour € = 3 fixé, il existe Ny € N tel que ||a,|, — ] < 5 alors

—1
— <a,|, —1<

l
2 2’
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1.3. Propriétés topologiques et analytiques de Q,

donc

[
dN; € N,Vn > Nl; |Cln|p > 5

De meéme, d’aprés la convergence de la suite (a,),>0 on obtient que (a,),>o est une suite de

Cauchy, alors
[

ANy € N:V(n,m) > Na, |an, — anly < o1

quand n,m > max(Ny, Ny) = ng, on a

IN

|am|p = |am_an+QN|p max{|am_an|pv|an|p}

anlpy = lan — am + amlp, < max{[a, — amlp, [amlp}

d’on
|an|p = |a771|pa Vn,m > ng,

alors, Iny € N tel que

Vn > Ny ; |an|p = |an0|p = |a‘p'

Proposition 1.10. Soit > a,, une série dans Q,, on a
n>0

Zanconverge dans Q, <= lim |a,|, = 0.
n—oo

n>0

De plus, on a : | Y ay|, < max|ay,|,.

Preuve.

|an|p'

’&m‘p-

1. Si la série > a, est convergente, alors la suite des sommes partielle (S,),>0 converge,

n>0
donc elle est de Cauchy, d’ou

lim |a,|, = lim |S, — Sh-1], =0.
n—-+0o n—-+0o

Dans la réciproque, si lim |a,|, = 0 = lim |S, — S,_1], = 0 donc (5,)n>0 est de
n—+00 n—-4o0o -

Cauchy dans Q, et comme (Q,, | . |) est complet, alors (S,,),>0 est convergente.

D’ou > a, est convergente.
n>0

2. On montre maintenant 'inégalité

S

n>0

<
< max |anp-

p

- l'inégalité est évidant si > a, = 0.
n>0
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1.3. Propriétés topologiques et analytiques de Q,

- Si > a, #0, d’aprés la proposition 1.9 on a

n>0
dN e N, gan: E Q|
n>0 D 0<n<N P
donc
E an| = E an| < max |a,|, < max|a,|,.
0<n<N n>0
n>0 P 0<n<N D
D’ou le résultat. [ |

1.3.2 Propriétés topologiques
Dans cette partie nous énonce quelques propriétés topologiques de Q,.

Lemme 1.1. (Principe des triangles isocéles)

Dans un corps Q, muni d’une valeur absolue ultramétrique tout triangle est isocéle.

Preuve. On suppose que |z —y|, < |y — z|,, et on montre que |z — z|, = |y — 2[,., On a

[z —ylp = [z = 2) = (y = 2)lp < [y = 2l-

D’aprés la proposition 1.5, on a |z — z|, = |y — 2|, . |

Notations

Soient a € Q, et  un réel positif, nous notons
e Dt(a,r) ={x€Q,: |x—al|, <r}:Le disque fermé de centre a et de rayon r.
e D (a,r) ={z €Q,: |x—al|, <r}: Le disque ouvert de centre a et de rayon r.
e D(a,r) : L’un ou l'autre de ces deux disques.
o Cla,r) ={x€Q,: |r—al, =1} : Le cercle de centre a et de rayon r.

Proposition 1.11. Soit a € Q, et r €]0,+00], on a les propriétés suivantes

P1 Le cercle C(a,r) est un ensemble ouvert dans Q,.

P2 Un disque D(a,r) est un ensemble a la fois ouvert et fermé.

P3 Tout point d’un disque est un centre de ce disque.

P4 Deux disques de Q, sont disjoints ou l'un est contenue dans l’autre.

21



1.3. Propriétés topologiques et analytiques de Q,

Preuve.

P1 Soient a,b € Q,, et r €]0, +00[. Pour montrer que C(a,r) est un ensemble ouvert on

montre que

Vo € Cla,r), AD™ (x,ry) C C(a,r).
Soit x € C(a, ), on choisit ry tel que 7y < r, on a

ye D (z,19) = |y—z|,<ro<r
= |y_x|p< |x—a|p
= |ly—a+a—z|, <|r—al,

= [(y—a)—(z—a)|, <|r—al,

D’apreés la proposition 1.5, on obtient |y — a|, = |z — al, = r alors y € C(a,r). Ce qui
montre que C'(a,r) est un ensemble ouvert.

P2 i. Toute disque ouvert D~ (a,r) est un ensemble ouvert dans un espace métrique quel-

conque. D’autre part, pour montrer que D~ (a,r) est un ensemble fermé, on montre

D~ (a,r)

que Cp est un ensemble ouvert de Q,. On a

chy " = {z€Qp:|v—al,>r}
= {ze€Q,:|z—a|,>r}UlC(a,r)
Dt (a,r
= C@p( )UC(a,r).

D’aprés P1 on a C(a,r) est un ensemble ouvert et comme on a D*(a,r) est un

7r)

, o D+
ensemble fermé dans un espace métrique, donc CQp (") ast un ensemble ouvert dans

un espace métrique (en particulier ultramétrique). D’ou Cgp_(w) est un ensemble

ouvert, donc D~ (a,r) est un ensemble fermé.

ii. On sait que D7 (a,r) est fermé dans un espace métrique (en particulier pour 'espace

ultramétrique) pour montrer que D% (a,r) est un ouvert dans Q,, on a
D*(a,r) = C(a,r) UD (a,r),

d’aprés  P1 Cf(a,r) est un ouvert et D~ (a,r) est un ouvert donc 'union de deux

ouvert est ouvert.

P3 Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que

Vz e D (a,r), D™ (a,r) = D™ (x,r).
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1.4. Corps des nombres complexes p-adiques C,

i. Soit y € D~ (a,r), donc |y — al, < r. D’autre part on a
ly —alp = ly —a+a—azl, <max{ly —aly, [x —al,} <7,

d’ouy € D~ (x,r), alors D~ (a,r) C D~ (x,7).

ii. Soit y € D™ (x,r), donc |y — x|, < r. D’autre part on a
ly—al,=ly—2+z—al, <max{ly —zlp, |z —al,} <7
d’ou y € D™ (a,r), alors D~ (z,r) C D™ (a,r)
donc D~ (a,r) = D~ (x,r).
On fait les méme étapes pour montrer que si € DV (a,r), on a D" (a,r) = D" (z,r).

P4 Soient D(a,r) et D(b,1o) deux disques de Q,, on suppose que D(a,r) N D(b,ry) # 0,

pour tout r et rg € Ri, et on montre que
D(a,r) C D(b,19) ou D(b,r) C D(a,r).

On suppose que r < ry : Soit € D(a,r) N D(b,ry), on a x € D(a,r) et x € D(b,ry).
D’apres P3 on a
D(a,r) = D(x,r) et D(b,ro) = D(x,rg),

mais D(z,r) C D(x,rg), donc D(a,r) C D(b,ro). |

Remarque. Le cercle est un ensemble fermé dans Q,.

En effet, on sait que

Cla,r) = D*(a,7)\D (a,r)

= D*(a,7) N C(Si(a’r).

P

On a D*(a,r) est un fermé dans Q,, et C(S_(a,r)

dans Q,.

i est un fermé dans Q,. D’ou C(a, r) est un fermé

1.4 Corps des nombres complexes p-adiques C,

Définition 1.6. (Corps algébriquement clés)
On dit qu’un corps K est algébriquement clos si chaque polynome P(z) dans K[z| de degré n

admet n racines dans K.
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1.4. Corps des nombres complexes p-adiques C,

Définition 1.7. (Extension algébrique L sur un corps K)

Une extension algébrique L sur un corps K est une extension de corps dans laquelle tout les
éléments sont algébriques sur K, c’est-a-dire sont racines d’un polynéme non nul a coefficients
dans K.

Dans le cas contraire Uextension est dite transcendante.

Définition 1.8. (Cléture algébrique d’un corps)
Une cloture algébrique d’un corps commutatif K est une extension algébrique L de K qui est
algébriquement clos, c’est-a-dire que tout polyndme de degré supérieur ou égal a un, a coefficients

dans L, admet au moins une racine dans L.

Proposition 1.12. Le corps des nombres p-adique Q, n’est pas algébriquement clos.
En effet

Pour montrons que Q, n’est pas algébriquement clos, on considere le polynéme P(z) = x*—p° €

Qp[ﬂ-

Supposons que les racines de P(x) sont dans Q,, donc

P(z) =0 <= 2" =9’

= |2y =p°

_s
= |zf, =p2
= () = 3"

5
Pour tout x € , Uy(x) = = &€ Z, contradiction avec v,(x) € Z pour tout x € Q. Donc les
P> Up 9 P

racines de p(x) ne sont pas dans Q, alors Q, n’est pas algébriquement clos.

Pour faire convenablement de ’analyse, il est donc logique de considérer une cloture algeé-
brique de Q,, que I’on note @p et qui n’est pas compléte, donc nous allons besoin de le compléter
pour former un plus qrand corps complet, algébriquement clés que ’on note C,, est muni d’une
valeur absolue p-adique qui prolonge cette définie sur QQ,, que nous notons |.|,.

On prolonge la valeur absolue p-adique de @p a C, comme suit,
en posant Vo € C, |z|, = nl_l&loo |Zp|ps OU (T4)n>0 est une suite de Cauchy d’éléments de Q,,

qui est dans la classe d’équivalence de .
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1.5. Fonctions analytiques complexes p-adiques

Notations

e Le groupe des valeurs de Cy(ie : |C*|, = {|z|,,z € C,,x # 0}) est 'ensemble de
puissances rationnelles de p i.e |C*|, = {p¥,y € Q}.

e C, appelé le corps des nombres complexes p-adiques.
Proposition 1.13. Le corps C, n’est pas localement compact .

Preuve. Considérons I'équation 2" — p = 0 et soit (z,),>0 'une quelconque de ses racines.
Montrons que de cette on ne peut pas extraire une sous suite convergente.

Il est claire que (z,),>0 est borné, et que la valeur absolue p-adique de z,, est inférieure ou
égale a 1.
En effet, |z,|, = p= donc ngrfoo ||, = ngrfoop_% =1et |z,|, <1 pour tout n € N.

Soit (Zn,, )n,,, m € N une suite extraire d’une suite (z,),>0 convergente et y sa limite,

alors

|y|p = 1 mais |xnm - y'p = max{lxnm|pa |y|p} = |y|p =1,

et ceci est une contradiction car cette quantité doit tendre vers zéro. |

Construction du C, en comparaison avec la construction de C.

C, «— C

complétion par rapport a|.|,T [l

Q R
cloture algébrique? T cloture algébrique
Qp R
complétion par rapport a|.|,T 1 completion par rapport a la valeur absolue usuel
Q Q

1.5 Fonctions analytiques complexes p-adiques

Dans cette section nous étudions les séries entiéres complexes p-adiques et les fonctions

analytiques sur C,,.
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1.5. Fonctions analytiques complexes p-adiques

1.5.1 Séries entiéres complexes p-adiques

Définition 1.9. Une série entiere dans C, est une série dont le terme générale
an(z—a)" , ot n est un entier naturel, x,a € C, et (a,)n>0 est une suite de nombres complexes

p-adiques appelée suite de coefficients lorsque a est fixé.

Définition 1.10. (Rayon de convergence)
Le rayon de convergence d’une série entiére complexe p-adique Y a,(x — a)™ qu’on le note R,

n>0
tel que 0 < R < 400 définie par

R=sup{|z—al,, x€C,et Z an(z — a)" converge} € RT U {+o0}.
n>0
Proposition 1.14. (Calcule du rayon de convergence)/9/

Soit Y an(x — a)™ une série entiére a coefficients dans C,, alors
n>0

1
1) Siles a, € C;, lim [ans by =lonaR= 7 (Formule de Alumbert).

n—-+o0o | ap, |p

1
2) Si lim /| an|,=1onaR= 7 (Formule de Cauchy).

n—-+00
3) R

(Formule d’Hadamard).

1
 limsup /] a, |,

n—-+o0o

Théoréme 1.4. Soient Y a,(x — a)" une série entiére, ot a, € C, et 0 < R < 400 on a

n>0
1) Pour tout x € C, tel que |x — al, < R alors Y a,(z — a)" converge.
n>0
2) Pour tout x € C, tel que |x — al, > R alors Y a,(x —a)" diverge.
n>0

3) Pour tout x € C, tel que |x — al, = R donc, on peut avoir :

a) Si lim |a,|,R" = 0 alors, la série > a,(v — a)" est convergent sur la totalité du
n—>-+4o00

n>0
cercle C(a, R).

b) Si lirﬂ lan|pR™ # 0 alors, la série > a,(x—a)™ est divergente sur le cercle C(a, R).

Exemple 1.5.

-1 n+1 _ n
o Soit la série Z( " @ —a) :
n>1 n
D’apres la formule de Cauchy on a

3
|
—_

R™'= lim {/|a,], = lim
n—+400 n—4o0o
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1.5. Fonctions analytiques complexes p-adiques

(-1~ a)"

Donc la série Y

n>1

est converge sur le disque D~ (a, 1).

()" =0

Et pour, R =1 lirf lan|p,l # 0 d'ot la série ) diverge sur le cercle
n—-+00

n>1
C(a,1).
—1)"(x — a)™ -
o La série Z( ) u; %) converge sur le disque D*(a,ppfll) et diverge sur le cercle
n>0 n:
C(a,prr).

En effet, d’aprés Hadamard

3=

" 1 _1
R™' =lim sup{/|a,|, = lim sup ' = lim sup—— = lim sup \n!|p o
n—+00 n—+o00 np n——+00 ‘n”n n—r—+00
P
dapre I — pvelnd) — =55
et d’apres 1.5 on a |n.|p =p =p once,
1 noSp(n) . %(1_517("))
R~ =lim supp "D = lim supp?- noJ/,

n—-+4o0o n—-+o0o

1

et puisque S,(n) est borné, donc lilil Sy(n) # +oo et R~ = pr1.
n—-+0o0

(~1)"(¢ —a)" :

converge sur le disque D~ (a,pr1).

i) |x—a\p<R:pp_Tll, la série '
n>0 n.:
-1

i) v —al,=R=prT

. (:C - a)n . 1 n . { —n . n—Sp(n) _—n
m — n» 7 = m — — — m vp(n.) -1 = m -1 -1
7Ai+“w( 1) n! p ’Ji+mﬁn”p|$ (ﬂp ng+ofj pr n}iﬂmp ' P,
d’ot
_ (x —a)” ) —Sp(n)
nlggw’( 1> n! __nlggmp T #20‘

—1)" _\n 3
Donc la série ) (=1 (J; %) diverge sur le cercle C(a,ppfll).
n>0 n:

Définition 1.11. (Série dérivée d’une série entiére complexe p-adique)

1
)

On appelle série dérivée de la série Y a,(x — a)", avec a, a, € C,, la série Y na,(v —a)""
n>0 n>1
avec a, a, € C, .

Proposition 1.15. La série entiére »  a,(z — a)" et sa série dérivée ont le méme rayon de
n>0
convergence.

Preuve. Soit Ry est le rayon de convergence de la série Y na,(z —a)"" !, avec a, a, € C,
n>1

1 1 1 1 1
Rfl = limsup| na, |~ =limsup(| n |5 | a, |p) = (limsup | n [ )(limsup | a, |5)
n—-+o0o n—-+00 n—-+0o n——4o00
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1 —vp(n)
et comme |n [p=p = ,ona

—vp(n) 1
R = (limsupp w Y(limsup | ay, |5 ).
n—+00 n——+o00
On sait que v,(n) est bornée (v,(n) < n, pour toutn € N). D’ou le resultas. |
o= (D)@ —a)” e
Exemple 1.6. Le rayon de convergence de la série ‘ 2 e€C,est Ry =p r 1,
n>0 n:
—1)" _ n—1
d’apres Uexemple (1.5), et le rayon de convergence de sa série dérivée n(-1) (a:' a) est
n>1 n.
Ry = p_p%l-
Car d’apres d’Hadamard
1 1 1
o lim sup(|an|,) T hmswp(PCXE)E g b
mm SUp{anlp HH%OP o Ip liniilop(’n’p ’E’p)
1 1 .
- S T = p L

limsup(p— = pr7) lim sup(1p»-1)

n—+00 n—+o0o
D’ou R1 = RQ.

Définition 1.12. (Fonction développable en série entiére)
Une fonction f de variable compleze p-adique, définie au voisinage d’un point a € C,, est dit
développable en série entiére au voisinage de a, s’il existe une série entiere Y a,(z — a)",

n>0
avec a,a, € C, du rayon de convergence R strictement positif, telle que

f(z) = Zan(a: —a)", Vre D (a,R).

n>0

Remarque. Un simple changement de variable permet de se ramener & des développement

en série entiére au voisinage de zéro.

Exemple 1.7.

e f(z) = —— — 2", Vo D(0,1).

-2 n>0

e exp,(z) = ;0%, Vo e D’(O,pp%ll).

1.5.2 Fonctions analytiques sur C,

Définition 1.13. Une fonction f : Dt (a,7) — C, avec r > 0 et a € C, est dite analytique

sur le disque D™ (a,r), s’il existe une suite (a,)n>0 d’éléments de C,, telle que

lim |a,|, ™ =0¢etf(x)= Zan(x —a)",

n—>-4o0o
n>0
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1.5. Fonctions analytiques complexes p-adiques

pour tout © € D (a,r).

Définition 1.14. Une fonction f : D~ (a,7) — C, avec r > 0 et a € C, est dite analytique
sur le disque D™ (a,r) si pour tout p, tel que 0 < p < r la restriction de f o DY (a,p) est une

fonction analytique sur le disque D (a, p) et f(x) = > a,(x — a)™ pour tout x € D™ (a,r).
n>0

Proposition 1.16. Une fonction f : D™ (a,r) — C, avec r > 0 et a € C,, est analytique
sur le disque D™ (a,r) il faut et il suffit qu’il existe une suite unique (ay)n>0 d’éléments de C,

satisfaisant lm |a,|,p" = 0 pour tout p, avec 0 < p <71 et f(x) = > a,(zr —a)"
n—>-4o0o n>0

Preuve.
Condition nécissaire
Supposons que f soit analytique sur le disque D~ (a,r) et montrons que (a,),et unique.
Soient py, pa deux réels, tels que 0 < p; < pa < et (an)n>0,(bn)n>0 deux suites d’éléments
de C, associées & f, on a par définition. pour tout 0 < p; < r (resp 0 < py < 1), la
restriction de la fonction f est analytique sur le disque D% (a, p1) (resp sur DT (a, p2))

pour p; < p2, O &

D*(a,p1) C D*(a, pa).

D’autre part, on a

Vo € D" (a, p1), Zanx—a
n>0
et
Vz € D*(a, p2), Zb r—a)"
n>0
d’ou
f(x):Zanx—a Zb —a)", Yr e D (a,p)
n>0 n>0
donc

Vo € D¥(a,p1), Y (an —by)(x —a)" = 0.

n>0

D’ou a,, = b,, pour tout n > 0.
Alors on montre 'unicité du développement en série des fonctions analytiques sur D™ (a, p;).
Condition suffisante

Trivial par la définition , puisque la suite d’éléments de C,, (a,),>0 existe, vérifiant

hrﬂ la,|p™ = 0 pour tout p, 0 < p < r implique que la fonction est analytique sur le
n—-
disque D% (a, p), d’ou la résultat sur D~ (a, ). |
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Proposition 1.17. Les fonctions analytiques sur un disque fermé de C,, forment un anneau

commutatif, intégre et stable par dérivation.

Remarque.

1) Une fonction de variable complexe p-adique définie sur un disque D(a,r) avec 0 <1 < R

et a € C, est dite analytique sur ce disque lorsqu’elle admet un développement en série

entiére en tout point de D(a,r).

2) Si R = 400 alors f est analytique sur tout C, et on dit que f est entiére.

Notation

e On note A(C,) 'ensemble des fonctions entiéres sur C,, et A(D(0, R)) Pensemble des
fonctions analytiques sur le disque D(0, R).

e On note A(C,)\C,[z] I'ensemble des fonctions entiéres, qui ne sont pas des polynomes,

et qui s’appellent fonctions transcendantes.

Exemple 1.8.

n

X =1
e La fonction exp,(r) = ) — est analytique sur le disque ouvert D‘(O,pp—ll), elle n’est pas
n>0T0:

analytique sur le cercle C(O,pp%ll), et n’est pas entiere sur C,.

En effet

On sait que R = pp%ll; donc, la fonction exp,(x) est analytique sur le disque ouvert D*(O,p"%ll).

— Pour |z|, = pz’;—ll, on a

n 1 —n v (n‘) —n nfSp(n> —n_
|an|pr — ﬁ ppfl = pP 'ppfl = p p—1 ppfl
tlp
*Sp(”ﬂ
= p p—1

par passage & la limite, on trouve lm |a,|,r™ # 0.
n—-+0o00
n

€T —1
D’ou Z—‘ n'est pas convergente sur C(0,pr=1), donc exp, n’'est pas analytique sur
n>0 mn:

C’(O,pp%ll) et elle n’est pas entier .

. gy EO
Cla,1).

(x — a)™ est analytique sur D~ (a, 1) et n'est pas analytique sur le cercle
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En effet
On sait que R =1, donc la fonction [ est analytique sur le disque D~ (a,1).

— Pour |z —al,=1(r=1), ona

-1 n+1 1
janlpr" = ‘( ol = 2] =
n
P p
Pour tout n > 1, v,(n) >0, donc lim |a,|,r" = lim p® =£0,
n—--+00 n—--+00
—1 n+1
d’ot Y L(31: — a)" n'est pas convergente sur C(a,1), donc f n'est pas analytique
n>1 n

sur le cercle C(a, 1) et elle n’est pas analytique sur C(a, 1) et elle n’est pas entier.

Exemple 1.9. Soit f(z) = S.p*" 2",  (p* )ns0, = € C,,.

n>0
On a
B 1 B 1
. n ~ T lim p-2n
timsup /lanl, -, AP
= +o0.
Alors 2p2”2x" est convergente sur C,, donc la fonction f est analytique sur C, et elle est
n>0

entier.

Théoréme 1.5.
1) L’ensemble A(D~(a,r))(respA(D*(a,r))), 0 <r < R est un espace vectoriel sur C,.
2) Si la fonction f(x) = > an(x — a)™ est un élément de A(D™(a,r))(respA(D*(a,r))),

n>0
alors elle est continue, dérivable sur D~ (a,r)(resp(D"(a,1))), et sa dérivée définie par

€ A(D™(a,r))(respA(D" (a,r))) tel que

f'@) =3 na(e —a)y,

n>1
de plus les deuz fonctions [ et f' ont le méme rayon de convergence.

3) Plus généralement, pour tout k > 1 f a une dérivée k fois f*), et pour x € D~ (a,r)(resp(D ¥ (a,r)))

f®(z) = k! Z " an(x —a)"*, f® () est dans A(D™(a,r))(respA(D* (a,r))).

n>k k
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Chapitre 2

Polygone de la valuation et Wronskien

p-adique

Dans cette partie on s’intéresse a 1’étude de la distribution des zéros d’une fonction analytique
p-adique. On commence par la présentation d’une méthode trés importante pour cet étude. Puis,
on s’étend la méthode d’une maniére naturelle sur les fonctions méromorphes p-adiques, et on

termine par ’application de cette méthode sur le wronskien p-adique.

2.1 La distributions des zéros d’une fonction analytique p-

adique

2.1.1 Zéros d’une fonction analytique p-adique

Définition 2.1. (zéros d’une fonction analytique)
Soit f une fonction analytique non nulle sur un disque D(a,r). On dit que o € D(a,r) est un

zéro de f si f(a) = 0.

Définition 2.2. (Ordre de multiplicité d’un zéro)
Soient f € A(C,), a € C, et soit r €]0, +0o0] tel que D(a, ) C C, et

flx) = Zan(x—oz)”, aqg #0, ¢ > 0.

nzgq

On dit dans ce cas que « est un zéro de f d’ordre de multiplicité q.
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Proposition 2.1. Le point o constitue un zéro d’ordre de multiplicité q d’une fonction f,
qui est analytique en ce point, si et seulement si, dans certains voisinage de point «, [’égalité

f(z) = (x — a)lg(x) est vérifie, ou la fonction g est analytique au point o et g(a) # 0.
Preuve. Pour tout © € Dt («, p),0 < p < r et comme « est un zéro d’ordre ¢ de f, alors

flx) = Y au(v—a)" Ve e D (a,p),a,#0,¢>0

= (z—a)a;+ ag1(x —a)+---),Yo € D (a, p)
(2= Q) S ageale — )" Va € D (a,p)

= (z— oz)qux),Vx € DM (a, p).

Tel que g(z) = Y agin(z — @)™ une fonction analytique sur disque D («, p), d’aprés que

n>0
nglgl-oo ‘aq+n($ B Oé)n|p - nln—&}oo ’CLQ+”|Ppn =0et g<Oé) = Qq # 0. u

Proposition 2.2. (Principe des zéros isolés)
Soit f € A(D™(a, R)) tel que f est une fonction non nulle et soit b € D~ (a, R) tel que f(b) =0,

alors il existe r assez petit vérifié

Ve e D (b,r) — {b}, f(z) # 0.
Preuve.

Si b est un zéro de f, on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme

fl@) = an(z—b)", a; #0, ¢ >0,

n>q

on résulte que si |x — b|, est assez petit et non nul, on a

@) = D an(z —b)"

n>gq

:%354{!%!19\56—5’3} = |ag|p|z — b[} # 0. .
» >

Lemme 2.1. [11] Soit f € A(C,) non constante, alors f admet au moins un zéro dans C,, de
plus si f n’est pas un polynome (i.ef € A(C,)\C,[z]) alors f a une infinité de zéros dans C,.
Théoréme 2.1. (Strassman)[12]
Soit f(z) = > an(x—a)™ une série entiere non nulle avec des coefficients dans C,, et supposer
n>0

que f(x) converge pour tout x € D" (a,1).
Soit N un entier positif défini par les deuz conditions

1) lanl, = %§§|an|p§

2) lan|p, < lan|p, ¥ > N.

on a dans ce cas [ : DV (a,1) — C,, possede au plus N zéros dans D" (a, 1).
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

2.1.2 Le module maximum d’une fonction analytique p-adique

Proposition 2.3. Soit f € A(D"(a,r)) tels que 0 <r < R et a € Cp,, f(z) = > an(x —a)",
n>0
la formule

Al = sup [f(2)lp,

z€D*(a,r)

est une valeur absolue ultramétrique.

Preuve.
Cette quantité existe car f est analytique sur D (a,r) alors la suite (|a,|,r™)n>0 & une limite 0
lorsque n tend vers l'infini d’ou |a,|,r™ borné.

Montrons que ||f|| est une valeur absolue ultramétriques

1) Soient f € A(D*(a,7)), 0 <r < Retac C,et pour tout x € D (a,r), on a

1Al =0 < sup [f(z)], =0

zeD*(a,r)
<~ |f(2)|, =0, Yz € D" (a,r)
< f(z)=0, Vz € D (a,r)

— f=0.

2) Soient f,g € A(D*(a,7)), 0 <r < RetaecC,et pour tout x € D" (a,r),

on a
Ifgll = sup [(fg)(@)],
z€D* (a,r)
= sup |f(z)g(z)l,
z€D* (a,r)
= sup |f(z)pl9(z)lp
zeD*(a,r)
= sup |[f(z)l, sup |g(z)l,
x€D*(a,r) zeD* (a,r)
= If1l llgll-
3) Soient f,g € A(D*(a,r)), 0 <r < Retac C et pour tout x € D*(a,r),
onall(f+g)(@)|l= sup [(f+g)@)],
€D (a,r)
(f+9)(@)l, = |f(z)+g(@)]p, Vo€ D¥(a,r)

< max{|f(2)],. [g(x)],}, Vo € D*(a,r).
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Alors
sup  [(f+9)(@), < sup {max{|f(2)]p |g(x)]p}}
ze€D*(a,r) ze€D*(a,r)
= max{ sup {[f(@)]p,]9(2)],}}
z€DT(a,r)

= max{ sup \f(l’)\p sup ‘9(1’)|p}
zeD*(a,r) z€D*(a,r)

= max{[[f(@)[[,[lg()][}.

Done, pour tout x € DV (a,r)

sup  |(f +9) (@), < max{[|f]] |lg]l},

z€D*(a,r)
d’ou
1S + gl < max{[|f1], ||g]]}.
alors ||.|| est une valeur absolue ultramétrique. |

Définition 2.3. Soit f € A(D%(a,r)) tels que 0 <r < R et f(x) = > an(x — a)", on définit
n>0
le module mazimum de f, par la formule

|f1(r) = max]a|,r".
Proposition 2.4. Soit f € A(D"(a,r)) tels que 0 <r < R et f(x) = > an(x—a)™ Uapplication
n>0

r—|f|(r) = mg(})(\an\pr”(module mazimum),
n=z
est une valeur absolue ultramétrique sur A(D™(a,r)).

Preuve.
Le module maximum existe car f est analytique sur D" (a,r) alors la suite (|a,|,r")n>0 &
une limite 0, lorsque n tend vers l'infini d ’ou |a,|,r" est borné.

Montrons que |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique.

1) Soitf € A(D"(a,r)) telle que 0 <7 < R, f(x)= > a,(x —a)". Pour tout
x € DM (a,r) on a =
|fI(r) =0 max|an|r" = 0
|an|pr™ = 0,Yn >0
lanl, =0,¥n >0
a, =0,Yn >0

f=0.

rvrie

3

Ot



2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

2) Soient f,g € A(D*(a,r)) tels que 0 <r < R,a € C, on pose
f@) = an(z—a)" et g(x) = > bu(x — a)"
n>0 n>0

alors pour tout = € D*(a,r), on a

d’ou

|fgl(r) = max| > b "

i+j=k
Montrons que | fg|(r) < |f](r)]g](r) on a

heN | Y abl,t < (maxlaiblbl,)rt

itj=k

(R )

< max{|ai|pri}max{|bj|p7’j}

= [10)lgl(r). (2.1)
donc |fg|(r) = mgx’ Ditiek aibj|p7’k < |f1(r)|gl(r).

Pour montrer 'autre inégalité, choisissons I, J tel que
lar,r’ = |fI(r) et Jail,r' < |f|(r) pouri<I,

balpr” =1gl(r) et [bjlyr” <lgl(r) pour j<J

on va estimer les termes > a;b;.
itj=I+J
a. Si 7 < I ou bien j < J alors

Jailpr” < |f[(r) ou bien |b|,r7 < |g|(r),

donc
laibsl, < T f1(r)lgl(r)
r I f1()lgl ().
b. Sit=1et j = J alors

larl,r" = [f|(r) et |bslpr” =]gl(r),

alors

lazbyly = =71 f1(r)|gl(r).
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

donc il y a un terme maximum dans la somme Y a;b; avec i = [ et j = J, et
itj=I+J
comme le corps C, un corps ultramétrique, la valeur absolue de la somme sera égale

a la valeur absolue de plus grand coefficient de la somme, donc

| aibily =119l (),

itj=I+J
alors
> ablyr™ =1 £1()lgl(r).
i+j=I+J

pour calculer |fg|(r) on doit prendre le maximum de tous les coefficients du produit.

la derniére égalité nous dit que la coefficient |f|(r)|g|(r) =] > abj|,r"™7. donc le
itj=I1+J
maximum ne peut étre que plus grand, ainsi on montré
[f9l(r) = [ f1(r)lgl(r), (2.2)

D’aprés (2.1) et (2.2) on a
[Fgl(r) = [f1(r)]gl(r).

Soient f,g € A(D%(a,r)) telles que

f@) =) an(z—a)", g(z) =) bule—a)",

n>0 n>0
On a
(f +9)(@) = f) + g(x) = Y _(an +ba) (@ —a)",
n>
Donc -
|f +gl(r) = max|a, + by[,r".
On a
V0 Jay 4+ baly < maa{lanly, b},
alors

|ay, + by |pr™ < max{|an|p, |bnlp}r" Vn >0

< max{|a,|,r", |bnlpr"} Vn > 0.
Alors on obtient
max | a, + b, [, " < max(max{| a, |, 7", | bn |, 7"})
n>0 n>0

IN

max(max{|a,[,r", [balpr"})
n>0

IA

max{rggédanbrna 17T11§3<|bn|p7m}

max{|f|(r), |g|(r)}-

IA
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

donc

|[f+gl(r) < max{[f[(r), |g](r)}.

donc| . | () est une valeur absolue ultramétrique. |

Remarque. D’aprés la proposition 2.3 et la proposition 2.4 si f est une fonction analytique
sur D" (a,r),

on a

A= sup |f(z), = |fI(r). (2.3)

zeD*(a,r)
Cette relation est appelée égalité de Cauchy.
Proposition 2.5. Soit f € A(D"(a,r)) avec 0 <r < R, a € C, une fonction non nulle, alors
P1 La fonction |f|(r) est croissante.

P2 Si f a un zéro b dans le disque D (a,r), la fonction |f|(r) est strictement croissante

pour > |b,.

P3 La fonction |f|(r) est continue.

Preuve.

P1 D’aprés (2.3) on a |[f|(r) = sup |f(x)],

€Dt (a,r)
alors siry < ryon a
[fltr) = sup  [f(2)],
z€D*(a,r1)
< sup |f(z)l,
z€D* (a,r2)
= |fl(r2).

D’ ou | f|(r) est croissante.

P2 Soit 19 > |b|,, on a alors |f|(ro) = |ay|rY, pourN > 1.
En raison de la présence d’au moins zéro dans le disque fermé de centre a, rayon rg

comme ay n’est pas nulle, si r > ry donc
N N
lan|pr™ > [an|pry

alors | f|(r) = max|an[,r™ > lax|yrg et on a lan|yrg’ = [f](ro).
n>

D’ ou |f|(r) est strictement croissante.
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

P3 Soit f € A(D"(a,r)), alors lir£1r |ay|p,r™ = 0, pour tout 0 < r < R et a € C,.
n—-—+0o0

Fixons p €]0,r[; alors lini lan|pp™ = 0 donc il existe n; € N*, tel que
n—--—+0oo

oglix |an|pp = maX|an’pp = |f|( )

Il en résulte que si t €]0, p|, on a aussi

lim |a,|,t" =0, il existe n; € N*, tel que

n—->—+00
ol = mala 1" = |71(),
d’ott la fonction t —» R |a,|,t" est clairement continue. |
nsni

Théoréme 2.2. (spécificité ultramétrique)
Soit f € A(C,) (resp.f € A(D"(a,7)), 0 <71 < R), pour tout p €]0,4o0[ (resp.p €]0,7]),
on a

F1(p) < %m(p).

Preuve. Soit f € A(C,), alors f(z) = Y an(x—a)" et f'(x) = > na,(x—a)* ', a € C, pour
n>0 n>0

p €]0,+o0[. On a

/ _ n—I1
|/1(p) = maxlannl,p

= —max|anp|n[,p"

P n>0
1
<! ; ol (carlnl, < 1)
< 2fl(p).
p
D’ou la résultat, méme démonstration pour f € A(D*(a,r)), p €]0,r[. |

Lemme 2.2. Soit P(z) = by + bix + -+ + byz™, un polynome de C,[z], on suppose que
N _ n _
ol = i Il = [PI(r),

donc le polynome P a toutes ses racines dans le disque fermé de

centre 0, rayon r, r > 0.

Preuve. Montrons que le polynoéme P(x) a toutes ses racines sont dans le disque D (0,7),r > 0.
On factorise P(z), soit a; pour tout i =1,--- | N sont des racines de P(x) dans C, pas forcément

distincts

P(x) =by(x —aq)(x —ag) -+ - (x — ay) ot by # 0. (2.4)



2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Alors

|z —a;|(r) = max{l xr |}, Vi=1,...,N
= max{r |ol,}, Vi=1,...,N.
d’aprés (2.4)
[PI(r) = lbv(z —ar)(x —ag) - (& — an)|(r)
= [ox, [T, max{r, e, }.

done |P|(r) = [bwlpr™ = byl T, max{r, Jaul,}.

Dot 7N = [[X, max{r, |a;|,} et comme max{r,|a|,} > r pour tout i = {1,--- , N}, on en
conclut que |a;|, <7 pour tout 7 € {1,--- , N} donc on bien montré que toutes les racines de p
sont dans le disque DT (0, 7). |

Théoréme 2.3. (Théoréme de préparation de Weirstrass)[3]

Soit f(x) = > an(x — a)™ une série entiére non nulle & coefficients dans C,, convergente dans
n>0

le disque D" (a,r), 0 <r < R et N un indice tel que 'on ait
|aN|prN = |f](r) et |aj|prj < |aN|pTN pour j > N.

Il existe alors un couple (P, H), P étant un polynome de C,[z],
P(x) =bg+bix+ -+ by avec |by|r™N = |P|(r) = |f|(r) et H(z) une série entiere, telle que
|H — 1|(r) < 1, vérifiant

Théoréme 2.4. Soit f(x) = > a,(z —a)" une série entiére, non nulle & coefficients dans C,
n>0

convergente dans le disque D (a,r), 0 <r < R, et N un indice tel que l’on ail
lan|,r™ = |fI(r), et |a;|,m7 < |an|,m™ pour j > N, alors

i. Si N > 1, alors la fonction f a exactement N zéros dans le disque DT (a,r) compte tenu

des multiplicité.

ii. La fonction f n’a aucun zéro dans le disque D (a,r) si et seulement si N =0 sa valeur

absolue y est alors constante dans ce disque.

Preuve. On va utiliser le théoréme 2.3,

i. Comme |H — 1|(r) < 1, alors

|H(z) — 1|, < 1,Vz € D" (a,r).
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Donc |H(z)|, = 1 pour tout = € D (a,r) et par suite H(z) ne s’annule pas. Comme
le polynéme P qui intervient dans la factorisation a toutes ses racines dans le disque
DT (a,r) par le lemme 2.2, il en résulte que f a exactement N zéros compte tenu des
multiplicités dans ce disque.

ii. Si f n’a aucun zéro dans le disque D (a,r) on doit avoir N = 0, si N = 0 le polynome
P qui intervient dans la décomposition f = P.H est un polynome de degré 0, donc P est
un constante nom nulle puisque f est non nulle (f = AH) est comme |H — 1|(r) < 1, on

a |H(z)|, =1 pour tout x € D*(a,r), 0 <r < R, est par suite |f(z)], = ||, |

Théoréme 2.5. Soit f € A(D*(a,r)) tel que f(x) = Y apn(x —a)",0 <r < R et a € C, une
n>0
fonction non nulle et

[ = min{n € N tel que |f|(r) = |a,|r"}
Alors

1. Sil =0, alors la fonction f n’a aucun zéro dans le disque D~ (a,r) et sa valeur absolue

p-adique est constante dans ce disque.

2. Sil > 1, alors la fonction f a exactement | zéros dans le disque D~ (a,r), compte tenu

avec des multiplicités.

Preuve. Soit f € A(D (a,r)) tel que f(z) = > ay(x —a)",0 <r < R et a € C, une fonction
n>0
non nulle et

[ = min{n € N tel que |f|(r) = |a,|r"}

1. Sil=0,o0na

%gf’an’prn < laolp

et comme f # 0, alors |agl, # 0

d’ott pour tout x € D~ (a,r),0n a

|f(x) = aol, =

;an(x - a)n‘p < I,rllgf({|an|p|x - G|Z} < Iﬁgf(ﬂanb?“;} < aglp-
n>

donc | f(z)]p = |aol, # 0.
Alors, pour tout x € D~ (a,r), f n’a pas de zéros dans le disque D~ (a,r).

2. Si l € N*, alors pour tout n <[, on a

1

|an|,r™ < |ag|,r! (|an’p>l_n
nlp lpT = <r
|al‘p
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

- |nlp\ "
posons pp = max , alors pour tout p €|py, [, on a
n20 ‘al’p

1

a m

(||a7;’|p) < po < p=> lanlpp” < lailpp’, Y0 <1
p

d’ou, pour tout p €]pg,r|, on a

|anlpp™ < larlpp', ¥ <1 (2.5)

d’autre part, pour tout p €]0,r[, et pour tout n > [, on distingue deux cas

e Si |a,|, # 0,0n a

anly™ < st — 7t < 14l
|an|p

_— pn—l < rn—l < |al|P

N |an|p

= |aulpp" < |ailpp".
e Si |a,l, =0, on a

|anlpp™ = 0 < |arlpf
d’ou
|anlpp™ < a]pt, Yn > 1, Vp €]0,7] (2.6)
de (2.5) et (2.6) on a, pour tout p €|pg, |

|anlpp™ < larlpl, ¥n <1, et |an|p0™ < |a|p', Vn > 1.

D’ ot f a exactement [ zéros sur DT (a, p), pour tout p €|pg, r|.

Donc f a exactement [ zéros sur D~ (a, p). |

2.1.3 Polygone de valuation

Définition 2.4. (fonction de valuation p-adique)

Soient f € A(D%(a,7)), 0 <7 < R et a € C, telle que f(x) = > an(zr — a)", on définit une

n>0
fonction py sur | — oo,log R| par
pr: I =]—o0,logR] — R
log r — pr(logr) =log|f|(r) = mggc{log |an|, +nlogr}.

Cette fonction est la fonction de valuation p-adique de [ et son graphe est dit polygone

de valuation p-adique de f.
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Proposition 2.6. La fonction py vérifie les propriétés suivantes

P1 C’est une fonction convexe, croissante, continue et affine par morceaus.

P2 Si f a un zéro b dans D~ (a,r), js est strictement croissante pour logr > log |b,,.

d- dt
P3 1y admet une dérivée a gauche ali et une dérivée a droite ot en tout point
d(logr) d(logr)
logr €I et on a
d+uf . N
o dlogr) = N(r) le plus grand entier tel que ps(logr) =log | a; |, +Nlogr ot N(r)
ogr
est le nombre des zéros de f dans le disque fermé D% (a,r).
d-
) i 'uf) = n(r) le plus petit entier tel que ps(logr) =log | a; |, +nlogr ow n(r) est le
ogr

nombre des zéros de f dans le disque ouvert D~ (a,r)

Donc N(r) —n(r) est le nombre des zéros de f sur le cercle C(a,r).

Exemple 2.1. Soit P(x) € Cylx] tel que
P(z)= @ +p" +p°) + (" +p° +3p)z + (p+p* + 5p*)2* + (p+ p*)z®,  pourp > 2
Alors
laol, = [P* +p° + 0%, =p?
la1], = |p* + p* + 3p%|, = p~2
las|, = |p + p* + 5pt|, = p~!

lasly = |p+p*l, = p~"
Calculons | P|(r).

1
* Pourr = —, on a

p*’
|aglpr® =p? x 1=p?
ay|prt =p 2 x p 2 =p~*
|aglpr? = p~' x p~t =p~°

done
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

d’on N(#) = n(#) =0, alors P n’a aucun zéro sur le disque fermé DT(0,p™2) .
1
* Pourr=—, on a
p
lagl,r =p 3 x1=p3
|aifpr!t =p2 xp~t=p~?
|aglpr® =p~t xp2 =p~°
|ag|,r® =p~! x p= = p~*
donc
|P|(r) =p~",
d’ot

N(%) =2, alors P a un zéro dans le disque fermé D™ (0, %)

n(2) =0, alors P n'a aucun zéro dans le disque ouvert D=(0,1).
p p

N(%) —n(i) =2, alors P a deux zéros sur le cercle C(0,1).
p p p

Pourr=1, on a
0_ -3 — -3
|aol,r’ =pP x1=p

|ai|prt =p~? x 1=p~?
|ag|,r? =p~t x 1=p~*
lagl,r* =ptx1=p!
donc

[PI(1) =p",

d’ot
N(1) =3, alors P a deuz zéro dans le disque fermé D*(0,1).
n(l) =2, alors P a un zéro dans le disque ouvert D~(0,1).

N(1) —n(1) =1, alors P a un zéro sur le cercle C(0,1).

* Pourr =1p, on a

laglyr® = p~? x L=p~?

larprt =p 2 xp=p*

1

|as|,r? =p~t xpP=p

|ag|,r® = p~t x p* = p?
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

donc
|P|(p) = p°,

d’ot N(p) = n(p) = 3, alors P n'a aucun zéro sur le cercle C(0,p).

Et comme C, algébriquement clds on a

laglr® 0 <r <2 p~? O<T§%
[Pl(r) = laofr* L<r<1 = 4 pls? %Srél
lag|r®  r>1 i >
d’ot
—3logp —o0 < logr < —logp
log | P|(r) = —logp+ 2logr —logp <logr <0

—logp+3logr logr >0

i logr}

" 2 . >
n 2legp  Forp

FI1GURE 2.1 — Polygone de valuation p-adique de la fonction P.
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

Exemple 2.2. Soit P(z) € C,[z| tel que
P(z) = 2%(z — a1)*(7 — ag)(z — a3)*(x — ay) (z — as)*.

avee 0 < [ar], = |azlp <lasly = |aal, <lasly,

an a |P|(r) = [2*|(r)(x = a1)?|(r)|z — az|(r)|z — as]*(r)|(z — aa) |z — as[|, donc

* Pour 0 <1 <lailp, on a

donc
|1P|(r) = r®lay|2|as|plas|)|aslplas, = A x r°, tel que A = |a1|2]aslplas]]aslylas],.-

Alors
log |P|(r) = log A+ 3logr,

donc P a trois zéros dans le disque fermé D*(0,r).

* Pour r = |a1|,, on a

donc

|P|(r) = r3r2r\a3\2|a4\pla5|§ =Ax7r5 tel que A= |a3]2\a4|p\a5\§.

alors

log |P|(r) = log A + 6log .

donc P a siz zéros dans le disque fermé DT (0,r).
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2.1. La distributions des zéros d’une fonction analytique p-adique

* Pour |as|, < r < lasl,, on a
1) = 1

|z — a1|(r) = max{|a|,,r} =7

|z — as|(r max{|az|,, v} =7

max{|a3|p, r} = |a3|p

| — ay4|(r max{|as|,, 7} = |aa,

(r)

(r)
|z — as|(r)

(r)
v — as|(r) = max{las|p, 7} = |as|,
donc

|P|(r) = 7’37’27’|a3\2|a4|p|a5|§ =Ax7r5 tel que A= |a3]2\a4|p|a5\§.
alors
log | P|(r) =log A+ 6logr,

donc P a siz zéros dans le disque fermé D*(0,7).

* Pour r = |as|,, on a

Il
&)
Wi
)
=)
S
5
5
—
I
<

Il
jav)
"

-
=)
N

s
5
—

Il

<

()
(r)
|z — a3|(r) = max{las|y, 7} =7
(7)
(r)

donc

|P|(r) =r"as|, = A x r'°, tel que A = |as],.

alors

log | P|(r) =log A+ 10log,

donc P a dix zéros dans le disque fermé DV (0,r).

* Pour |agl, < r < las|,, on a

I
Q
~

)
Q
=
5
-
—
|
<

|z — as|(r) = max{|as|,,r} =7

I
jav)
"
)
=
o
S
-
—
I
2
ot
-
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2.2. Fonctions méromorphes p-adiques

donc

|P|(r5) = r3r27’7’37’\a5]§ = A x 1'% tel que A = ]a5|§.

alors

log |P|(r) =log A+ 10log,

donc P a diz zéros dans le disque fermé D*(0,7).
* Pour r = |as|,, on a
() =

|z — aq|(r) = max{|ai|p, 7} =71

|z — as|(r) = max{|as|,,r} =71

max{|as|,, v} =7

|z — aq|(r max{|as|p, 7} =71

(r)
(r)
|z — as|(r)
(r)
2 — as(r) = max{|as|,, 1} = r
donc
PIr) =,

alors

log |P|(r) = 141logr.

Donc P a quatorze zéros dans le disque fermé DT (0,r).

2.2 Fonctions méromorphes p-adiques

Définition 2.5. (Points singuliers isolés)
On dit que le point a € C, est un point singulier isolé d’une fonction s’il existe D™ (a,r) telle

que [ est analytique sur D~ (a,r) — {a}.

Définition 2.6. (Fonctions méromorphes)
Soit U un ouvert de C,. Une fonction f est dite méromorphe sur U s’il existe un ensemble A
de points singuliers isolés dans U tel que f est analytique sur U\A et tel que les éléments de A

sotent des poles de f.

Notation.

e M(C,) 'ensemble des fonctions méromorphes définies sur C, (le corps des fractions de

A(Cy)).
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2.2. Fonctions méromorphes p-adiques

e M(D™(a,r)) 'ensemble des fonctions méromorphes définies sur D~ (a,r) (le corps des

fractions de A(D~ (a,r))).

e La valeur absolue | . | (r) qui définie dans A(C,) (resp. dans A(D™ (a, R)) ) quand r > 0
(resp. 0 < r < R ) s’é¢tend d’une maniére naturelle & M(C,) (resp. & M(D(a,r)) ) on
_ |hl(r)

posant |f|(r) = 19100 quand h, g € A(C,) (resp. h,g € A(D"(a,r)) ).

Définition 2.7. (péle d’ordre q)
Soit f une fonction définie sur D™ (a,r),0 <r < R et a € C, sauf au point a. On dit que f a un
pole d’ordre q au point a si la fonction (x—a)lf, x € C,, coincide sur D~ (a,r)—{a}, 0 <r < R

avec une fonction analytique g sur D~ (a,r), 0 <r < R, tel que g(a) # 0.

Remarque. Soit f € M(D™(a,r)),a € C,, telle que f(z) = % et h,g € A(D (a,r)).

1) Les zéros de f sont des zéros de h , et les poles de f sont des zéros de g.

\V]

Le nombre des poles de f est fini dans un domaine borné.

w

B

)
)
) Toute fonction entiére f(x) est une fonction méromorphe, c’est a dire A(C,) C M(C,).
) Tout fonction rationnelle dans C, est une fonction méromorphe.

)

5

Une fonction méromorphe qui n’est pas une fraction rationnel est dit fonction méro-

morphe transcendante.

Théoréme 2.6. (Dérivée logarithmique p-adique)

Soit f € M(D(a,r)),0 <r <R etaeC, tel que f, f' n'ont pas de zéros communs, alors

< —,¥p €0, 7]

1
»
Preuve.
Posons [ = ﬁ, ot h,g € A(D"(a,r)),0<r < R,a€C,
pour tout p g]O, r[ on a

[/'[(p) _ |W'g —hg'l(p)

[1(p) |hgl(p)

et comme |.|(p) est une valeur absolue non- archimédienne on a

[1'g — hg'|(p) < max{|l'g|(p), |hg'|(p)},Vp €]0, 7[

donc
71(e) Hgl(e) 1hg'l(e)
A = max{m([;)} ) Jvo <lor
= max p gI\p T
= 2 U ol )Y S0



2.3. Wronskien p-adique

d’aprés le théoréme (2.2) on a

/ /
W) 1, W) 1
[hl(p) — p lgl(p) — p
d’ou
/
1
1/'|(p) <L v -
1fl(p) ~ p
2.3  Wronskien p-adique
Définition 2.8. Soient fi,...,fn m séries entiéres a coefficient dans Cp, et ny,...,n, des
entiers naturels . Nous posons f = (f1,..., fm) etn = (n1,...,nn). Nous appellerons wronskien
généralisé et noterons w(f,n) le déterminant
g
(nl) (nm)
L f
wifn)=1""
fard )

Dans le cas m =1, on a w(f,n) = fl(m). Comme cas particulier.

Définition 2.9. Soient fi,..., f,, m séries entiéres a coefficient dans C,. On appelons le
wronskien ordinaire (appelons simplement wronskien) ot f = (f1,..., fm), ¢ = (0,...,m — 1)

et on le note w(f,q) le déterminant

Ao fimh
(m—1)

wifg)=| 2
Fon oo fmmD

Théoréme 2.7. Soient f1, fo deuz séries entiéres a coefficient dans C,, de rayon de convergence
au moins p > 0, et ni,ny des entiers naturels, f = (f1, f2),n = (n1,n2) etq = (0,1). On a alors

pour tout R €]0, p[ l'inégalité :

w(f, DI(R)
jw(f, n)|(R) < W

Preuve. Soient fi, fo deux séries entiéres dans C,( que l'on peut supposer pour démonter

'assertion linéairement indépendantes sur C,) , de rayon de convergence au moins p. On a
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2.3. Wronskien p-adique

I’équation différentielle vérifiée par ces deux fonctions, qui est

y vy
o=
fo £ fa
Elle s’écrit aussi sous la forme
Ba(2)y’ (z) + Bi(2)y () + Bo(z)y(z) = 0. (2.7)

avec pour f = (f1, f2), @2 = (0,1), ¢ = (0,
By(z) = w(f,q2) = (f1fs — fofi)(z ) @) =w(f,q) = —(fufy — fofi)(z) (on voit que
— Biest la dérivée de By), et By = w(f,q) = (f1fy — frf)(x).

2) et qo = (1,2), les égalités

B
On a la relation |B;|(R) < % du fait que — B est la dérivée de Bs.
En exprimant que f; est solution de I’équation différentielle (2.7), on trouve que
fl (z) fi(z)
By(x) = —Bs — B )
0( ) ( ) 1<$) 1( )fl( )
Il en résulte immédiatement que |By|(R) < | i(zR)
Bol(R) = |- Bﬁ B, (m)
fi fi
= ‘BZ +Blf1 (R)
f1
< max{‘Bg ‘Bl )},
. i fi fi
Si max ‘B— R,‘B_ R :‘B— R),
{2f1() 1f1()} 2f1()
alors )
Bl(R) < |B|(R) %‘(R)
Bal(R) [11I(R)
- R [A(R)
| B2|(R)
R2
les mémes étapes pour max{‘Bg (R), fl (R)} ‘ f1 (R).
hi 'h

On écrit maintenant 1’équation différentielle sous la forme suivante :

"

y (z) = Ai(2)y (z) + Ao(2)y(x) (2.8)
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2.3. Wronskien p-adique

avec Ay (z) = —g;—gz;, Ag(z) = —

1
|Ap|(R) < T2 Pour R >0.

. C écéde mont Ai|(R) < et
By() e qui précéde montre que |A;|(R) < 7

On exprime maintenant les dérivées n-iéme d’une solution y de (2.8) sous la forme

y" (@) = Aa(@)y (2) + Ao (2)y(@).
On a les relations de récurrence suivantes :
Ay = AL, 4+ ALp AL+ Ao,
et

Agny1 = Af),n + Ay Ao.

En effet
pour n = 2 la relation elle est vrai.

On suppose la relation vrai pour n et monter pour n + 1.

y " () = Ay @)y (@) + Ava(2)y () + 4G, (2)y(2) + Aos(2)y ()
= A (@)Y (2) + Ara[A(2)y (2) + Ao (2)y(2)] + Ap (2)y(@) + Ao (2)y (2)
= [A1, () + A1nAi(2) + Ao (2)]y'(2) + [Arn Ao(2) + Ap, (2)]y(2)

= Ay i1 (@)Y (z) + Ao 1 (2)y(2).

Donc elle est vrai pour n + 1.

Montrons que |4 ,[(R) < Ro—1

1
Eneffet,pourn:O,A(),o:lSﬁetAl,():OgR,pournzlAl,lzlS1etA071:O§1,

1
et |[Apn|(R) < T bour n >0 et R €]0,pl.

1 1
et pourn =2, A1 =4, < In et Apo = Ap < 2k donc elle vrai pour n =0, n =1, n = 2.
Ensuite une récurrence facile utilisant les formules de récurrence démontre 1’assertion.

On a maintenant la formule matricielle suivante :

ot Aoy Ao, Fildom + Fiim fidon + flAi, () plna)

fo f Ay At Foloms + foling falom + f3ALn, fim g

ce qui en prenant le déterminant, donne avec les notations f = (f1, f2),n = (n1,n2) et

g2 = (0, 1) la formule
U)(i, ﬂ) = (Ao,nlAl,HQ - AO,n2A17n1)w(i7 q2)
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2.3. Wronskien p-adique

Donc

£
1=
=
3
|

[(Agiy At = Ao Av Ju(f, @2)| (R)
= |A0,N1A1,n2 - A07n2A17n1|(R)|w(i7 @)KR)
< max (| Aom Avnal(B), [ Ao A, | (R)) o (£, )| (R).

i max (| Ao Avng | (R): [ Aoy v (R)) = [ Ao Avs (R),

alors

wif, )|(R)
jw(f, n)|(R) < T Rmtna—1

Si max <]A07n1A1,n2\(R), | Aoy Aty ](R)) = |Apn, A1, |(R), on a la méme majorant, ce qui ter-

mine la démonstration. [ |
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Chapitre 3

Application du Wronskien p-adique sur les

équations différentielles

Dans cette partie nous allons considérer quelque propriétés du wronskien p-adique. Puis,
nous allons appliquer ces propriétés sur I’étude des équations différentielles linéaires a coefficients

polynomes.

3.1 Propriétés du Wronskien p-adique

Théoréme 3.1. Soient f1,..., fn des séries entiéres a coefficients dans C,, de rayon de conver-

gence au moins p > 0, et ny,...,n,, des entiers naturels, f = (f1,..., fm), n=(n1,...,ny) et

q=1(0,...,m—1). On a alors pour tout R €0, p[ 'inégalité :

(£, 9I(R)

m(m—1) *
2

w(f, n)|(R) <

R(n1+---+nnz,)_

Preuve. Dans tout la suite, le réel R appartient a |0, p|.

Le cas m = 1.

|[f1(R)

On itére inégalité | f(™)|(R) < VT

il n’y a pas de difficultés, (D’aprés le théoréme (2.2)).
Le cas m=2.

Elle est vérifiés d’aprés la théoréme 2.7.
Le cas général.

Pour prouver le cas général, nous procédons maintenant par récurrence sur m. Nous supposons

donc le résultat acquis pour k& < m séries entiéres, et des indices quelconques. Nous nous
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

donnons maintenant m + 1 séries entiéres fi,..., fi,r1, des entiérs ny, ..., n,;,.1, NOUS POSONS

f=0U1 s fmrr), n=(n1,.. ., Mny1),¢ = (0,...,m) et il nous faut donc démontrer que

(£, 9I(R)

m(m+1) °
2

jw(f, n)[(R) <

Rt dnmi1)—
On peut sans de perte de généralité supposer que fi,..., f,e1 sont linéairement indépendantes
sur C,. Nous allons suivre essentiellement le schéma de démonstration du théoréme 2.7.

Pour cela, nous écrivons I'équation différentielle vérifiée par les fonctions f; :

y y/ o y(m-i-l)
m—+1
A f Lt o
m—+1
fm+1 fm+1 f751++1 :
Cette équation s’écrit sous la forme
Bryy™ 4. 4 Byy = 0, (3.1)
otl, on notant toujours f = (fi,..., fims1), n; = (0, .. G mt 1), (ou le terme /J\ est omis, n;
est donc un m + 1 -uplet) on a au signe prés B; = w(f,n;), avec en particulier By, 1 = w(f, q),

ot g=(0,...,m).

Nous allons démontrer que I'on a tout d’abord pour R >0et 3 =0,...,m+1

| Buni1|(R)
|Bjl(R) < W

C’est évidemment vrai si j = m + 1. Pour j = m, on voit sans peine que B, = B,,, de sorte
que |Bn,|(R) < M

On procéde ensuite par récurrence descendante finie sur I'indice k pour montrer ’assertion pour
k > 1: On suppose le résultat acquis pour m+ 1,m, ..., k+ 1, et on le montre pour k£ > 1 (on
peut supposer que k < m — 1).

On utilise I'équation (3.1), on écrit qu’elle est vérifiée pour fi,..., fr11. On note Ej; le premier

membre de ’équation (3.1) ou 'on a remplacé y par f;. D’ou E; = 0.

E.ff ... &Y

E A A

‘2 j?2 ' f2. =0, (car E;=0Vj=1,....,k+1).
Eyor ferr o0 fin
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

En développant la premiére colonne, on trouve que 'expression (*) suivante est nulle :

m+41

Z Biw(gr, nuk)
I=k

ott on a noté gr = (f1,..., fus1), mx = (1,0,..., kK —1).

En effet, les déterminants w(gx, nyx) sont nuls si [ < k — 1, car ils ont deux colonnes égales.

On a maintenant puisque k < m — 1, par 'hypothése de récurrence sur m, que

A < (wigr a)|(R)  |w(gk, a)|(R)
|w(gr, nuk|(R) < Rik(—1)/2—k(k+1) /2 RI—F :

avec g, = (0,..., k).

| B 11| (R)

D’autre part, on a |B|(R) < o]

pour [ > k+1. On en déduit qu’a I’expression du premier

terme de 'expression (*), tous ont leur fonction module maximal majorée par 'expression

| Bis1|(R) [w(gr, @) (R)  [Baa | (R)w(gk, g)|(R)
Rm+1-1 Rk - Rm+1-k :

Donc il en est de méme du premier terme Byw(gy, nix) de Pexpression (*), et on notant que

w(gr, Nk k) = Tw(gr, @) €t que w(ge, gx) est non nul,ceci prouve que

| B+1(R)
|Bi|(R) < R%i_k

Il reste & montrer le résultat pour k = 0; pour cela on écrit que I’équation différentielle (3.1) est
vérifiée par f1, on exprime B en fonction de f; et de ses dérivées, et des By, k > 1, et I'inégalité
a prouver en résulte.

On écrit maintenant I’équation (3.1) sous la forme

y D — Ay 4 Agy.

B.
Avec A; = ——2—. On a donc d’aprés que les A; sont des fonctions méromorphes dans le disque
m—+1
. 1
D(0, p) de C,, vérifiant |A;|(R) < i Car
Bi|(R B 1|(R 1
’AJ|(R) < | J|( ) < | +1|( ) _

= Bnil(R) = R B |(R) - Rt

En dérivant cette égalité, on trouve que 'on a I'expression

y(”) — Am,ny(m) 4+ 4+ AO,n?J,
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

ou les A;, sont des fonctions méromorphes dans le disque D(0,p) de C,, qui vérifiant les

relations :
Ajny1 = A;,n + Ay A+ Ajip,
sij>1, et
AO,n—&—l = Aé],n + Am,nAO'
Sig=0.
En effet

pour n = m + 1 la relation elle est vrai.

On suppose la relation vrai pour n et monter pour n + 1.

yrt = ALyt 4 Ay ALy 4 Ay ™ L ALy + Aoy
= AL Y™ 4 A [Any™ 4+ L+ Ayl + ALy
+ Am,lmy(m) + ...+ Agmy + Aony’

= [A;n,n + Am,nAm + Amfl,n]y(m) Tt [Aé),n + Am,nAO]y7

donc elle est vraie pour n + 1. Nous voulons maintenant démontrer que [A;,[(R) < % Pour
tout j et tout n. On vérifie que c’est vrai sin < m (on a alors A;, =0, et 1 si j = n), c’est aussi
vrai pour n = m + 1 par ce que I'on vient de montrer sur les A;, et on procéde par récurrence
sur n.

Si on suppose le résultat acquis pour n, en tenant compte que pour une fonction méromorphe

|/1(R)

f, et on a encore la formule |f'|(R) < R les relations liant les A;,.; aux A; montrent le

résultat, qui est donc vrai en toute généralité.

Nous passons maintenant a la derniére partie de la démonstration, en reprenant f = (fi,. .., fmi1), n =
(n1,...,nme1) a la formule matricielle

fo ey Ao Aomy oo Ao

AU A st o S )\ A Avn

qui montre que si D est le déterminant de la matrice
Aoy - Ao

M= } . :
Apn, .. A

mM,Nm 1
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

on a la formule w(f,n) = Dw(f, q).

Sil on note a;; = Ai,Lnj, pour 1 <t <m+1,1 <j <m+1,le déterminant D est combinaison
linéaire & coefficients +1 de termes de la forme P = H?j{laivg(i), ou ¢ parcourt les permutations
de {1,2,...,m+ 1}.

ce qui donne |P|(R) < 1

T Rt Anmgn)—
On a donc la méme majoration pour le déterminant D, ce qui termine la démonstration du

Par ce qui précéde, on a |a;;|(R)

< 1
< R

m(m+1) *
2

théoréme. [ |

Corollaire 3.1. [4] Soient fi, ..., fn des fonctions méromorphes dans un disque D(0, p) de C,,

et ni, ...,y des entiers naturels, f = (f1,..., fm),n=(n1,...,np) et ¢=(0,...,m —1). On

a alors pour tout R €)0, p[ l'inégalité :

(£, 9I(R)

_ m(m—1) °

R(nit.4nm) 5

w(f, n)|(R) <

Corollaire 3.2. /4] Soit m > 1, P,..., P, des polynémes a coefficients dans un corps K de ca-
ractéristique nulle, et ny, ..., n,, des entiers. On pose P = (Py,..., Py), n = (n1,...,Ny), et q=
(0,...,m —1). Soit dy le degré de w(P,n), et dy le degré de w(P,q) (avec la convention que le

degré du polyndome nul est —oo). On a alors linégalité :

m(m —1
Théoréme 3.2. Soient fi,..., f des fonctions entiéres sur C,, on note f = (f1,..., fm) et
q=1(0,...,m—1). Si l'on suppose que le wronskien w(f,q) de ces m fonctions est un polynéme

non nul, alors toutes les fonctions fi. sont des polyndmes.

Preuve. Nous allons encore faire une récurrence sur m,
e le cas de m=1 : étant trivial.
e le cas o1 m=2 : On suppose donc que le wronskien de f; et fy est un polynéme non
nul Q). On commence par le cas ol ce polynome est une constante. On regarde alors

I’équation vérifiée par fi et fo, qui est
Ba(x)y” (x) + Bi(z)y'(x) + Bo(x)y(z) =0,

avec By(z) = w(f,q) = c#0.
o | B2|(R)
On a les estimations | By |(R) < i et |Bo|(R) <

Rlm [Bif(R) = lm [Bo|(R)=0,
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

les deux fonctions entiéres B et By sont nulles, ’équation est cy” = 0, et f; et fy sont
des polynomes.

On poursuit en faisant une récurrence sur le degré de (); on suppose le résulta acquis
quand le degré de @) est < h. Supposons maintenant que le degré de @) est h + 1.

le wronskien de f] et de f} est (au signe prés) By, et compte tenu de la majoration

B |(R)
Bol(R) < 2,

et du théoréme de Liouville p-adique, c’est un polynéme de degré < h+1—-2=h—1.5il
est non nul, 'hypothése de récurrence montre que f] et f5 sont des polynémes, donc aussi
f1 et fo. S’il est nul, les fonctions f] et fi sont dépendantes, on peut supposer qu’il existe
des constantes a, b telles que fo = af; + b, et on a b # 0 car f; et f sont linéairement

indépendantes. Alors

T R I I )

fa f3 afi+0b aff

et comme —bf] est un polyndéme, donc f| en est un aussi, et donc aussi fi, puis fo
Le cas général de m fonctions :
On commence par regarder le cas ol le wronskien () est une constante non nulle. On

regard I’équation différentielle vérifiée par les fonctions f; sous la forme
By (2)y™ () + ... + Bo(x)y(x).

Les coefficients B; sont des wronskiens généralisés, et comme on I’a vu dans la prouve

du théoréme (3.1), on a les estimations

B, .
’Bj’(R)S‘mﬁ Vi=0,...,m, R>0.

Comme les fonctions B; s’expriment comme des polynoémes en les fonctions f; et leur

dérivées, ce sont des fonctions entiéres dans C,, comme B,, est une constante,

lim |B;|(R) =0, Yj<m.

R—+00
Donc

B; =0, Vj<m,

alors 1'équation différentielle s’écrit cy™ = 0, et toutes les fonctions fj sont des poly-

nomes.
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3.1. Propriétés du Wronskien p-adique

On procéde ensuite par récurrence sur le degré de (). Supposons le résultat acquis si le
degré de @ est < h, et considérons maintenant le cas ou le degré de @ est h + 1.

Le wronskien généralisé S = w(f,t), out = (1,...,m) ( qui est le wronskien des dérivées
des fy) vérifie par le théoréme (3.1) lestimation

QI(R)
o

1SI(R) <

Par suite, toujours par le théoréme de Liouville p-adique, S est un polynome de degré
< h+1—m < h. Si ce polynéme non nul, alors I'hypothése de récurrence s’applique, et
montre que les f; sont des polynomes, et c’est donc aussi le cas des fj.

Si le polynéme S est nul, c’est que les f] sont dépendantes. Le rang r du systéme des

fonctions f1,..., f/, est donc < m — 1. On peut supposer que f{,..., f. sont linéairement

/
Ty Jdre

indépendantes. Alors toute dérivée f] s’exprime comme combinaison linéaire de f7, ..

et il en résulte que toute fonction f; est combinaison linéaire de f1, ..., f, et de la fonction
constante et égale & 1. Le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions fi, ..., f., qui
est de dimension m, est alors inclus dans le sous-espace vectoriel engendré par f1,..., f., 1,

qui est de dimension < r + 1. On en déduit que r > m — 1, donc finalement » = m — 1.
On peut donc supposer que f/ s’exprime comme combinaison linéaire a coefficients dans

C, des autres dérivées
!/ / /
fm=arfi+ A ama frs

et que fi,..., f! _, sont linéairement indépendantes. On en conclut que

fm - alfl + ... +am—1fm—1 +b7

ol la constante b est non nulle puisque les f; sont linéairement indépendantes. On a

i fim f f o fmD

fooo Sy BTV f2 f . fm

m—1 m—1

fuet fraea - fr(n—l ) Jm—1 m—1 e ff(n—l )
Fuo S Y mafi b Y afl b L S Y
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3.2. Equations différentielles linéaires a coefficients polynémes.

i f mY
fof iy
fnot Jrer oo SV
b 0o ... 0
m—1
A
/ (m—1)
m—1
(R
alors que le wronskien de fi, ..., f,, est égal (au signe prés) a b multiplié par le wronskien
de fi,..., f; _,. Par suite, ce dernier est un polynéme non nul, et ’hypothése de récur-

rence (sur m) montre que tous les f,,1 <k <m — 1, sont des polynémes, donc aussi les

fe,k=1,...,m—1, c’est donc le cas aussi pour f,,, ce qui termine la démonstration. W

Remarque. Ce théoréme ne marche plus avec des fonctions méromorphes a la place des
fonctions entiéres. Pour cela, soit g une fonction entiére non nulle quelconque, et h une primitive
h 1
de g(x)% On pose fi = —, et fo = —. On a alors
g g
h/g _ g/h g/
=290 o =2
1 92 2 92
donc

h/
fife=hili= 5 =1

Comme la fonction g est arbitraire, dans le cas méromorphe, le fait que le wronskien soit constant

n’implique pas que les fonctions soient des fractions rationnelles.

3.2 Equations différentielles linéaires a coefficients poly-

nomes.

Il est connu que si une fonction f, méromorphe dans tout C,, vérifie une équation différentielle
a coefficients de Q[z], alors f est une fraction rationnelle

Notre but est de démonter un résultat sur des fonctions méromorphes.
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3.2. Equations différentielles linéaires a coefficients polynémes.

Théoréme 3.3. [7] Soit s> 1, Py, k=0,...,s des polynomes a coefficients dans Q, avec P,

non nul. Soit f une solution méromorphe dans C, de I’équation différentielle
Py(x)y®)(z) + ...+ Py(z)y(z) =0
Alors f est une fraction rationnelle.

Théoréme 3.4. [8] Il existe des solutions entiéres transcendantes d’équation différentielles li-

néaires p-adiques & coefficients polynomes.

Proposition 3.1. Soient s > 1, et Fy,..., Ps des polynomes a coefficients dans C,, avec P
non nul.

Soit léquation différentielle
Py(x)y®)(x) + ... + Py(z)y(x) = 0. (3.2)

Si léquation différentielle (3.2) a un systéme complet de solutions qui sont des fonctions entiéres

dans C,, alors toutes les solutions de (3.2) sont des polynomes.

Preuve. Soit W le wronskien des solutions données f, ..., fs, entiéres et constituant une base
de I'espace des solutions. La fonction W est donc une fonction entiére non nulle. On a la dérivée

de W verifie P,W' + P,_4W =0 car

Ao O e
pr_pl 2o BRY R BT RAY
fo oo SO e Y Pl

s—1 .
ﬁ.nﬁH>—;&m

s—1

s—2 7

fo oo B =SB
=1

s—1
s—2 i
foo 0 =X R

Pify u.f;ﬂf”>§§ﬂﬁ”
1| P u.&qﬁsméjﬂﬁ)
e
- Pifs ... Pof®? siil%fs(“
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3.2. Equations différentielles linéaires a coefficients polynémes.

Pify Poof™ Py poY
B —1 | Pfe P9 2(8_2) P4 2(5_1)
T os—2 . .
I~ - -
TP PoftTY P ey
s—2 s—1
Lo e gl
fo ... (s—2) f(s—l)
=—P"" 7 C=—PaW
s—2 s—1
foo e gl

e Si P,_; =0:0nadonc PW' =0=— W' =0, on trouve W constante non nulle, et tous

les fi sont des polyndémes d’apreés le théoréme 3.2.

e Si P, est non nul.

P, w’ )
Soit T la fraction rationnelle T' = — P L= W qui est non nulle. En prenant le module

maximum, on trouve que

7I(R) = || B < .

il en résulte que T' posséde des poles, car autrement T’ serait un polynéme, donc nul par

I'inégalité précédente, et on vient d’exclure ce cas.

Dans la décomposition en éléments simples de 7', il n’y a donc pas de partie entiére.
/

Comme elle est égale a W avec W non nulle, ses poles sont tous simples, avec résidus

!/
dans N. Il en résulte immédiatement que T" s’écrit 5 ol S est un polyndéme, par suite

W = p,S ou p, est une constant dans C, non nulle, donc W un polynome.

Le théoréme 3.2 montre alors que tous les f; sont des polynomes, ce qui termine la démonstra-

tion. [ ]

Théoréme 3.5. Soient s > 1, et Fy, ..., Ps des polynomes a coefficients dans C,, avec Ps non
nul.

Soit I'équations différentielle
Py(z)y(z) + ... + Py(x)y(z) = 0. (3.3)

Si équation différentielle (3.3) a un systéme complet de solutions qui sont des fonctions méro-

morphes dans C,, alors toutes les solutions de (3.3) sont des fractions rationnelles.
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3.2. Equations différentielles linéaires a coefficients polynémes.

Preuve. Soit y une solution méromorphe de I’équation différentielle (3.3). Si w est un pole de
y qui n’est pas un zéro de P;, car sinon, si un pdle d’ordre N de Y, ca serait un pole d’ordre
S+ N, qui ne pourrait pas déduit par les termes Py(x)y"(x), ot w est un pole d’ordre inférieur.
Donc tous les poles de y sont des zéros de P;, et par suite sont en nombre fini.

Soient fi,..., fs les solutions méromorphes linéairement indépendantes de (3.3). D’aprés ce
qui précéde, il existe un polynéme ) non nul tel que les fonctions g;(z) = Q(x)f;(z) soient
des fonctions entiéres. Comme les fonctions g; sont linéairement indépendantes, et vérifient
clairement une équation différentielle d’ordre s & coefficients polynomes, ce sont des polynémes
par la propositiong 3.1. Il en résulte que les f; sont des fractions rationnelles, ce qui termine la

démonstration. [ |
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