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NOTATIONS ET ESPACES USUELS

Tout au long de ce mémoire, on adopte les notations suivantes :

H espace de Hilbert réel.

U espace métrique.

N ensemble des nombres entiers naturels.

R ensemble des nombres réels.

R [—o0, +o0].

R, ensemble des nombres réels positifs.

P(X) ensemble de toutes les parties d’un ensemble X.
X\A complémentaire de A dans X.

J partie de N.

I:= [Ty, T] intervalle de R.

A mesure de Lebesgue.

® produit de deux tribu.

Cu(I) espace des fonctions continues f : [ — H.
dom(v)) domaine d’une fonction .

oY(-) sous-différentiel de ).

¥ fonction conjuguée de 1.

|| valeur absolue.

() produit scalaire dans H.



Notations générales

o(X, X")

norme associée a (-, ).

norme de la convergence uniforme ou || f||o = sup || f(x)]|.
zeH

presque partout.

dérivée de u par rapport a t.

boule ouverte de centre 0 et de rayon 7.

ensemble des mesures de probabilité.

tribu borélienne sur U

ensemble de toutes les mesures de Young v sur (S x U, A® B(U))

fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par :

1, six e A
La(z) =

0, sixz ¢ A
respectivement.

égal par définition.

espace des fonctions intégrables f : [ — H.

espace des fonctions mesurables f : [ — H telles que : sz; 1 f()]*dt < +oo.

espace des fonctions mesurables f : I — H et il existe C tel que|f(z)| < Cp.p. sur L.
espace dual de X.

la topologie faible sur X.

la convergence faible.



INTRODUCTION

Le théme de recherche considéré dans ce mémoire est celui du controle optimal. Ce mémoire

est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions d’analyse fonction-
nelle et convexe dont on aura besoin le long du travail. Nous rassemblons aussi les définitions de
multi-applications et sélections et celles des convergences usuelles. Nous terminons ce chapitre
par parler de deux outils fondamentaux d’analyse (opérateurs sous-différentiels et opérateurs

maximaux monotones).

Le deuxiéme chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére, on fait des rappels sur

les mesures de Young ainsi que quelques lemmes et propositions nécessaires. Dans la deuxiéme,
e . ) . e e, . .

on s’intéresse a un résultat d’existence et d’unicité de solution absolument continue pour des

inclusions différentielles perturbées et non perturbées du type :

—u(t) € 0Y(t, u(t)), pp.tel

u(Ty) = uo,

et
—u(t) € ou(t, u(t)) + f(t, u(t)), pp.tel
U(TO) = Uy,

(Pr(,)
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ou Y(t,-) (t € I) étant une fonction propre convexe semi-continue inférieurement et la pertur-

bation f: I x H — H est une fonction vérifiant des conditions appropriées.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la relation entre le probléme dit "original"

inf / J(t, uclt), (b)) dt (PO

¢()esSr Jro

ol uc(+) est I'unique solution absolument continue de

—u(t) € Oyt ult)) + f(t u(t), (1) pp-tel
U(To) = U,

(PO(Q))

et le probléme de controle "relaxé" suivant

inf /T 0 /U J(t, un(t), 2)u(dz)dt  (PR)

HE Sy
avec u,(-) étant la solution absolument continue du probléme perturbé

—u(t) € OY(t, u(t)) + f(t, u(t), x)pud(z) pp.tel
(PR(1) r

U(To) = Ug.

Les controles p € Sy seront identifiés aux mesures de Young, donnant ainsi accés a la théorie
des mesures de Young.

Nous allons voir que I'égalité inf(PO) = min(PR) aura lieu.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, des généralités sur I'analyse convexe
et fonctionnelle. Nous rassemblons aussi des rappels sur les convergences usuelles et des outils
fondamentaux d’analyse (opérateurs maximaux-monotones et opérateurs sous-différentiels).

Le contenu du chapitre a été pris des références [1], [2], [6], [13].

1.1 Espaces usuels

Définition 1.1.1. On appelle topologie sur un ensemble X un ensemble I' C P(X) vérifiant

1. 0, X e T.
2. 81X, e, i=1,---,n alors (| X; € T.
i=1
3. 8i{X;, i € J} est une famille d’éléments de I', alors |J X; € T.

ieJ

On dit que (X, T') est un espace topologique. Les éléments de I sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Définition 1.1.2. Soient (Xq, I'1), (Xo, I's) deuz espaces topologiques et f : X; — Xo. La
fonction f est dite séquentiellement continue en x € Xy si pour toute suite (x,) C X telle que

x, — x, alors f(x,) — f(x).
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La fonction f est séquentiellement continue sur Xy st elle est séquentiellement continue en tout

point de X;.

Définition 1.1.3. Soit (X, I') un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dit séquen-

tiellement fermé s’il contient toutes les limites de ses suites convergeantes.

Définition 1.1.4. On appelle Tribu sur X toute famille T de parties de X telle que :
1. 0 eT.
2.VAeT: X\AeT.

3. Pour toute suite (A,), telle que A, € T,¥n € N, ona |J A, € T.
neN

Le couple (X, T') est appelé espace mesurable et les éléments de T sont appelés parties mesu-
rables.

St la troisiéme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que T est une algébre
sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu borélienne sur X notée B(X) est la plus petite tribu
contenant la topologie de X.

Soient (X, T1) et (Y, Ty) deux espaces mesurables. Une fonction f : (X, Ty) — (Y, Ty) est

Ty-mesurable si f~1(A) € Ty pour tout A € Ty.

Définition 1.1.5. Soit (X, T') un espace mesurable. Une mesure sur (X, T) est une application
w:T — [0, +00] vérifiant

1. pu(0) =0.

2. Pour toute famille {A,, n € N} d’éléments de T deux & deuz disjoints (c’est-a-dire que

A, NA, =0 lorsque n #m), on a la propriété d’additivité dénombrable
n(U A,) = 3 p(A,)

On dit alors que (X, T, p) est un espace mesuré.
Lorsque 1(X) < oo, on dit que la mesure p est finie. En particulier, si on a u(X) = 1 on dit

que 1 est une mesure de probabilité et (X, T, ) est un espace de probabilité.

Un ensemble A est dit p-négligeable s’il existe B € T tel que A C B et u(B) = 0.
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Définition 1.1.6. Soit (X, A, u) un espace mesuré. On dit que la mesure pu est compléte si,

pour tout élément N € A vérifiant u(N) = 0 et pour toute partie M C N, alors M € A.

Définition 1.1.7. ( Mesure de Lebesgue) Il existe une et une seule mesure sur B(R) notée \

et appelée mesure de Lebesque sur les boréliens, tel que

M]a, b]) = b — a, pour tout (a, b) € R* et —oo < a < b < +0o0.

Définition 1.1.8. (Propriété vraie u-presque partout) On dit qu’une propriété est vraie -
presque partout sur X st la propriété est fausse sur une partie p-négligeable de X, on note

LD P-

Définition 1.1.9. Soit X un ensemble non vide. L’application d : X x X — [0, +00] est une

distance sur X si pour tous x, y, z € X, on a

1. d(z, y) =0 si et seulement si x =y,

2. d(z, y) = d(y, ©),
3. d(z, 2) < d(z, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Définition 1.1.10. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou complexe, de dimension
finie ou infinie, toute application x — ||z|| de X dans R, vérifiant les conditions

i)VeeX: |z]|=0&2=0,

it) Ve € X, YA € R || A\z|| = |A] ||zl

iii) Vo, y € X |z +yll < ||zl + |yl

Toute norme définit naturellement une distance : d(z,y) = ||z — y||.
Définition 1.1.11. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ||.||) ou X est un espace
vectoriel et ||.|| est une norme sur X.

Définition 1.1.12. Soit X un espace métrique. La suite (x,,)nen est dite une suite de Cauchy

st et seulement st :

Ve >0,3ng € N\Vp, g € N,p>qg>mng: |z, — x4l <e.
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Définition 1.1.13. Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit que (X, || - ||) est un
complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour || - ||, composée d’éléments de X, admet

une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.1.14. Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X. On dit que A est dense dans

X si A =X.

Définition 1.1.15. On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble

A C X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.1.16.

1. Un recouvrement de X est une famille (A;);c; de partie de X telle que X C |J A;.
iel
Si de plus, I est un ensemble fini, on dit que (A;);cr est un recouvrement fini de X.

2. Soit (A;)ier un recouvrement de X. Soit J C I tel que X C |J A, on dit que (Aj);jc, est
jeJ
un sous-recovvrement de (A;)ier-

3. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);cr telle que X C |J U;.
iel

Définition 1.1.17. On dit que X est compact s’il est séparé et de tout recouvrement ouvert de

X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.1.18. Soit (X, I') un espace topologique. On dit que

e K C X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts on peut extraire un

sous-recouvrement fini.
o A C X est relativement compact si A est compact.

o A C X est séquentiellement compact si toute suite d’éléments de A admet une sous-suite

qui converge dans A .

10
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1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Fonctions absolument continues

Théoréme 1.2.1. Soit un intervalle [a, b] de R, une fonction ¢ : [a, b] —> H est dite absolu-

ment continue si est seulement si elle est [intégrale de sa dérivée, i.e.,

()b (a)= / bt) di

Remarque 1.2.2. 1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

1.2.2 Fonction lipschitzienne

Définition 1.2.1. Soit ¢ : H —R. On dit que v est lipschitzienne de rapport L >0, si et

seulement st,

Yo,y € H, [[¢(z) —¢()[< L |z —yl.

Remarque 1.2.3. Toute fonction Lipschitzienne est absolument continue.

1.3 Généralités sur ’analyse convexe

Définition 1.3.1. Soit ¢ : H — R. On dit que 1 est propre si et seulement si

Y(x) #—o0 Vr € H,
W # 400 (i.e., Jxg € H tel quet)(xg) # +00).
Définition 1.3.2. Soit 1) : H — R une fonction propre. L’ensemble défini par

dom () = {x € H, ¥(x) < +oo} est appelé domaine effectif de ).

Une fonction v : H — R U {400} est propre si est seulement si dom () # ().

Définition 1.3.3. Une fonction 1 : H —| — oo, +00| est dite conveze si

11
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Vz,y € H, vi € [0,1]: ¢(te+(1—-t)y) <t(z) + (1 —1)¢(y).
Définition 1.3.4. Soit i) : H — [—00, +00] une fonction propre. La fonction * définie sur
H par
Y*: H —[—00, +00]

y =" (y) = sup {{y, z) — ¥ (x)},

reH

est appelée conjuguée de 1.

1.4 Multi-applications et sélections

Définition 1.4.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-applications F définie
sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a tout élément x € X associe un sous-ensemble

F(x) deY et on note F': X =Y. Le domaine de la multi-application est donné par

dom (F)={z € X, F(x)#0}.

Définition 1.4.2. Soit F : X = Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f: X — Y vérifiant f(z) € F(x), Vo € X.

Définition 1.4.3. Soient (X, ¥) un espace mesurable, Y un espace métrique, et F: X =Y

une multi-application. On dit que F est X-mesurable si pour tout ouvert V de Y

FYV)={z e X;F(z)NV #£0} € %.

Théoréeme 1.4.1. Soient (X, X) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable
et soit F': X ==Y une multi-application S-mesurable a valeurs fermées. Alors, elle admet au

moins une sélection mesurable.

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications, on référe a Castaing-Valadier

[61.

12
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1.5 Convergences usuelles

Soient (f, : X — FE), ey une suite d’applications et f: X — F.

Définition 1.5.1. (Convergence simple) On dit que (fn)nen converge simplement vers f
(surX) si et seulement si, pour tout x de X, la suite (f,(x))nen converge vers f(x) dans

E.

Définition 1.5.2. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)nen converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si :
Ve>0,IN e N,Vn € N,Ve € X, (n> N = || fu(z) — f(x)]] <e).

2) Si (fn)nen et f sont bornées, alors pour montrer que (f,)nen converge uniformément vers f

sur X, il faut et il suffit de montrer que :

1fn = fllee = 0.
Théoréme 1.5.1. (Théoréme de la convergence dominée) Soit (fn)nen une suite de fonctions
de L}, (X). On suppose que
a) fu(z) = f(x) p.p. sur X,
b) il existe une fonction g € Ly (X) telle que pour tout n : | fu(x)| < g(x) p.p. sur X.

Alors, f € LL(X) et ||fo— fllzr — 0.

1.6 Outils fondamentaux d’analyse

Dans toute la suite, on entend par A un opérateur multivoque défini sur H et a valeurs dans
I’ensemble des partie de H, et 'on note A : H = H, i.e., pour tout x € H, Ax est un ensemble
de P(H).

L’ensemble dom (A) = {z € H, Az # 0} est appelé domaine de 'opérateur A.

13
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1.6.1 Opérateurs sous-différentiels

Beaucoup de ce qui suit reste valable pour un couple d’espaces vectoriels en dualité.
Nous restreignons les énoncés au cas qui nous occupe : ’espace Hilbertien H mis en dualité
avec lui-méme par le produit scalaire (-, -).

Soit ¢ : H — R U {+00}.

Définition 1.6.1. On dit qu’un élément y € H est un sous-gradient de ¥ au point x si

Y(z) € Retsi Yz € H )(z) > (x)+ (y, z— x).

L’ensemble des sous-gradients de v au point x est appelé sous-différentiel de 1 au point x et
noté oY(x). En d’autre termes, 0Y(z) est l'ensemble des "pentes" de toutes les minorantes

affines de v qui sont "exactes au point z".

Définition 1.6.2. La fonction ) est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point ry € H
s1,
(o) < lim inf ¢(x).
T—T0

La fonction v est dite s.c.i sur H si 1) est s.c.i en tout point de H.

Proposition 1.6.1. Si 1 est propre, i.e., son domaine effectif (dom)) défini par

domy = {z € H; ¥(x) < 400}

est non vide alors, le sous-différentiel O(x) de ¢ en x € dom est

oi(x) = {y € H: () = (y, = —a) + (), V= € dom v}

et son domaine effectif est dom vy = {x € H; dy(x) # (0}.

Proposition 1.6.2. Si i) est convexe propre semi-continue inférieurement alors 1* est aussi

convexe propre semi-continue inférieurement.

14
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1.6.2 Opérateurs maximaux-monotones

Définition 1.6.3. Un opérateur A est dit monotone si
Va1, xe € dom A, (Azy — Azy, 1 — x9) > 0.
ou plus précisément,

Vyr € Awy, Yyo € Axg, (Y1 — Y2, 1 — 22) > 0.

Définition 1.6.4. Un opérateur A est dit mazximal-monotone s’il est monotone et si toute

extension monotone de A coincide avec A.

Proposition 1.6.3. Si ¢ est convexe, propre, sci alors, l'opérateur sous-différentiel O est

maximal-monotone.

Pour plus de détails sur les propriétés des opérateurs maximaux-monotones dans les espaces

de Hilbert, se reporter a [1].

1.7 Topologie faible

Définition 1.7.1. Soit f € X' un élément fixé et,

(prX—>R

Lorsque f parcourt X', on obtient une famille d’applications o i.e. (pf)rex:
On appelle la topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications

(¢f)rex: continues et on la note o(X, X').

Proposition 1.7.1. Soit (z,), une suite de X alors, quand n — oo on a,

15
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1z, = x <= (f,z,) — (f,2),¥VfeX.
Ty — T = Ty — .

Ty, = & => (||xa]|)n est borné et ||z]| < liminf|z,||.
n—+oo

e e

On termine ce chapitre de préliminaires par énoncer le lemme de Gronwall.

Définition 1.7.2. (Lemme de Gronwall : forme intégrale)
Soient T € Ry U {400}, a,b € L¥([To, T)), et ¢ € Ly([Ty, T)), c(t) > 0 pour presque tout

t € [Ty, T). Alors

t

a(t) < b(t) —|—/ c(s)a(s)ds p.p, dans [Ty, T],

To
implique que pour presque tout t € [Ty, T

t

a(t) < b(t) +/ exp A ¢ ()b(s) ds,

To

16



CHAPITRE 2

MESURES DE YOUNG ET RESULTATS LIES A UNE CLASSE

D’'INCLUSIONS DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, nous présentons de facon élémentaire quelques définitions et propriétés des

mesures de Young (définition du produit fibré, intégrande de Carathéodory, ....).

D’autre part, nous nous intéressons au résultat d’existence et d’unicité de solution absolu-
ment continue pour une inclusion différentielle avec perturbation univoque sur un intervalle

I = [T0,T] de la forme

—u(t) € Op(t, u(t)) + f(t, u(t)),
u(Ty) = ug € dom(Tp, ),

(Pr(.)

ou OY(t,-) est le sous différentiel d’une fonction convexe propre semi-continue inférieurement
définie d’'un espace de Hilbert H dans [0,+occ]. La perturbation est une fonction univoque

dépendant du temps et de I'état f: I x H — H.

17



2.1.Rappels sur les mesures de Young

2.1 Rappels sur les mesures de Young

2.1.1 Mesures de Young

On va faire les rappels suivants concernant les mesures de Young (voir Castaing, Raynaud

de Fitte [4], Edmond-Thibault [§] et Jawhar [10]).

Définition 2.1.1. Soient (S, A, o) un espace mesuré complet, o une mesure finie non négative
et U un espace métrique complet séparable. On note par Y(S, o, U) l’ensemble de toutes les
mesures positives v sur (S x U, A® B(U)) dont les projections sur S (i.e., leurs images par

Uapplication (s, x) — s) égalent o. Autrement dit, pour tout E € A, on a
vV(ExU)=0o(F).

SiveY(S, o, U), alors v est dite mesure de Young sur S x U.

Définition 2.1.2. Soit ML (U) Uensemble de toutes les mesures de probabilité sur (U, B(U)).
D’apres [§], on note Yus(S, o, U) Uensemble de toutes les applications p: S — ML (U) (o-
presque partout égalité) qui sont mesurables au sens suivant, pour tout B € B(U), la fonction

s — us(B) est A-mesurable.
Remarque 2.1.1. 1) Dans|[10], tout élément de l’ensemble Vys(S, o, U) est dit mesure de
probabilité de transition sur S x U.

2) Sip € Vius(S,0,U), Ac ARB(U) et si 14 est la fonction caractéristique de A, alors la
fonction s — /]1,4(3, x)ps(dz) est A-mesurable sur S et la fonction ensemble v définie
U

pour tout A € A® B(U) par

v(A) = // Ta(s, )pus(dx)o(ds), (2.1.1)
sJu
est une mesure de Young sur S X U. Par conséquent, tout élément de Vgs(S, o, U) est
dit mesure désintégrée de Young.

3) Réciproquement, sous les mémes hypothéses qu’en haut sur S et U, toute mesure de Young
sur S x U est associée a un certain 1 € Vys(S, o, U) défini de la méme maniére qu’en

haut.
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

Remarque 2.1.2. 1) Siv est une mesure de Young correspondante a l’élément
1€ Vais(S, o, U), i.e., la mesure de Young définie par , alors, pour toute fonction
Y S xU — RU{—o00, +00} qui est A®@ B(U)-mesurable et non-négative (resp.v-
intégrable), la fonction s — /w(s, x)ps(dr) est o-mesurable (resp. o-intégrable) et
l'on a :
wiv= [ [ vl opldo(ds).
SxU sJu

2) Si v est la mesure de Young associée a p € YVus(S, 0, U) on ne fera pas de différence
entre v et u, i.e., pour tout s € S, on écrira vs au lieu de jis.

3) Toute fonction A-mesurable x(-) : S — U définit une mesure de Young sur S x U dite
mesure de Young associée a x(-). C’est la mesure de Young correspondante a l’élément
de Yais(S, o, U) définie par pis := 0y(s), 0U y5)est la masse de Dirac au point x(s), i.e.,

pour tout B € B(U), 0y5)(B) =1 si x(s) € B et 0 ailleurs.

2.1.2 Intégrande de Carathéodory

Pour plus de détails, on référe le lecteur a [15].

Définition 2.1.3.

On appelle intégrande toute fonction 1 : SxU — R U {—o0, 400} qui est AQB(U)-mesurable.
Un intégrande est dit de Carathéodory si, pour tout s € S, la fonction (s, -) est continue et
prend des valeurs finies sur U.

Un intégrande 1 est dit L'-borné s’il existe une fonction non-négative v € L (S, o) telle que,

[Y(s, x)] <~(s) pour tout (s, z) € S xU.

Définition 2.1.4. Une suite (v™) de Y(S, o, U) converge vers v dans Y(S, o, U) si, pour tout
intégrande de Carathéodory L*-borné 1,
lim Y dv" = / Y dv.
noJsxu SxU
Définition 2.1.5. On dit qu’une suite (u") de YV4is(S, o, U) converge vers p dans Vyis(S, o, U)
si la suite des mesures de Young correspondantes converge dans Y (S, o, U). Cela revient a dire

que, pour tout intégrande de Carathéodory L*-borné 1,
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

i [ [ wls. aptanotas) = [ [ vl aldnolds),

Définition 2.1.6. Soient S et T deuz espaces métriques et soient p € Y(Q, S, P, S) et

veY(Q, S, P, T). On appelle produit fibré de i et v, la mesure de Young p @ v € Y(Q2, S, P, Sx

T) définie par

pour tout w € Q.

Supposons maintenant que H est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 2.1.1. Soient hy,(-), h(-) € Cy(I) (n > 1) et u™, p € Vauis(L, A, U). Supposons
que (hy(+)) converge uniformément vers h(-) et (u") converge vers p dans Vais(I, A\, U).
Soit 0" € Y(I, N, H x U) définie par 07 := 0p, 1) @ i Alors, 0™ converge dans Y(I, X, Hx U)

vers la mesure de Young 0 € Y(I, A\, H x U) définie par 0; := dp) @ iz

Définition 2.1.7. Une suite de fonction (f,(-)) est dite uniformément intégrable dans L (I)
si elle est bornée dans Li(I) et

lllgri)osgp/ |fn(t)|dt = 0.
Proposition 2.1.2. Soit z,(-) : I — U (n > 1) une suite de fonctions mesurables. Sup-
posons que la suite des mesures de Young associées (V") (ou, vj' = d,,(t)) converge vers v
dans Y(I, \, U). Soit 1 : [ x U — R un intégrande de Carathéodory. Supposons que la suite
(U(+, 2,(-)))n est uniformément intégrable dans Ly (I). Alors, ¢ est v-intégrable et

wdz/:lim/w(t, (1)) dt.
noJr

IxU

Proposition 2.1.3. Si U est un espace métrique compact, alors toute suite dans Vys(I, A, U)

posséde une sous-suite convergente dans Vais(I, A, U).

Ces lemmes ont été¢ pris de [§],[9)].

Lemme 2.1.1. Soit (n,(+)) une suite de fonctions non-négatives et absolument continues défi-

nies de I dans R. Supposons que limn, (Ty) = 0 et pour tout n,
n
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

Ma(t) < BE)na(t) + an(t) pp.tel,

ot ay,(+), B(-) € Lg(I) avec 5(-) > 0. Supposons de plus que la suite (a,(-)) est bornée dans
¢

Li (1) et, pour tout t € [Ty, T, on alim | a,(s) ds = 0. Alors, pour tout t € [Ty, T1,
n T

limn,(t) = 0.

Démonstration. Soit t € [T, T]. En intégrant de Tj a t I'inégalité en haut, on obtient
t

() < 1(To) + /

t
an(s)ds+ | B(s)na(s)ds. (2.1.2)
T T
En multipliant maintenant par §(¢), on trouve
t t

B (t) < ma(T0)B(E) + (1) / (s ds+ B(t) [ B(s)m(s) ds.

TO TO

En vertu du lemme de Gronwall, on a
t t u t
some)as = [ (s + o [ o] [asasf) i
To To To u
En revenant a2.1.2, on déduit que
t

0l0) < () + [ an(s)ds () [ t (5<u> exp { / 5(s) d}) dut

/Tt (ﬁ(u) (/Tu @n(s) ds) ‘”:; { /u B(s) ds}) du.

En faisant tendre n vers l'infini. Par le théoréme de la convergence dominée, le dernier terme
du coté droit de l'inégalité tend vers 0. Il est evident que, par hypothéses, les autres termes

vont aussi vers 0. Donc, on a le résultat attendu. O

Lemme 2.1.2. Soit une suite de fonctions absolument continues définies de I dans H. Suppo-

sons que limu, (Ty) = 0 et, pour tout n,

d

S U @1?) < Ba(@)llun @I + ant)  pp-t e,

0l an(-), Bu(-) € Li (I). Supposons de plus que la suite (8,(-)) est bornée dans Li(I) et
T

lim [ «,(t) dt =0. Alors,
n To
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2.2. Résultat d’existence et d’unicité

im () o = 0.

Démonstration. D’aprés le lemme de Gronwall, pour tout t € I,

funt))? < [ (antrex{ [ sutryar} ) +un(m e Bl dr |

Il en résulte que pour tous t € [Tp, T1,

a0} < exp Tjﬁnm i i (o) s + o T Fexp TOTBn(T) i}

D’ou, le résultat attendu. [

Lemme 2.1.3. Soient hy(-),hoo() : I — H (n > 1) des fonctions N\-mesurables et v™, v>® €
Y(I, A\, U). Supposons que (v™) converge vers v dans Y(I, X, U) et (h,(t)) converge faiblement
dans H vers hoo(t) pour toutt € I. Soient 0", 0% € Y(I, A\, HxU) définies par 0} = op,, (t) @}’
et 07° := o (t)@ue. Soit ¢ : I x (H xU) — R un intégrande tel que, pour toutt € I, ¢(t, -, -)
est séquentiellement continue sur HY x U, ou HY désigne l’espace H muni de la topologie
faible. Supposons de plus que, la fonction mesurable t — sup(,, u)e NU{oo}) xH|P(t; Rn(t), )|

est A—intégrable sur I. Alors,
lim ¢ do" / ¢ db.
0 JIxHXU IxHxU

2.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Cette partie a été prise de [14].

2.2.1 Cas non-perturbé

Théoréeme 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert, I := [Ty, T| un intervalle de R et

Y I x H— |0, +00] une fonction vérifiant les deux hypothéses suivantes :

(Hy) Pour tout t € I, la fonction u — (t, u) est conveze propre et semi-continue inférieure-

ment.

(Hs) 1l existe deuz fonctions,
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2.2. Résultat d’existence et d’unicité

l'une k: H — R, Lipschitzienne de rapport p,
Vautre a : I — R absolument continue sur I et a dérivée a dans L (1),

telles que, pour tout (t, s, u) € I x I x H on ait

Pr(t, u) < P(s, u) + k(x)|a(t) — als)|

ou Y*(t, -) représente la fonction conjuguée de (t, -).

Alors, pour tout uy € dom(Ty, -), le probleme d’évolution

—u(t) € 0P(t, u(t)),
u(Ty) = o,
posséde une unique solution u(-) absolument continue sur [Ty, T1.
De plus, pour tout t € I :u(t) € dom(t, -) et t — (¢, u(t)) est absolument continue sur
[To, T1.
L’hypothese (Hy) et la Proposition entrainent que, pour toutt € I, OY(t, -) est mazimal-

monotone. L’unicité de la solution résulte alors classiquement de la monotonie de ces opérateurs.

Démonstration. Voir [14]. O

Proposition 2.2.1. L’unique solution absolument continue u(-) de (P) satisfait a

1

2
a2, < ng”L]ﬁ + [VT — Tok(0)|al| 2 + pz||d||LD§ + U(To, ug) — (T, u(T))]2.

Démonstration. Voir [14]. O

2.2.2 Cas ou la perturbation dépend du temps et de I’état

Théoréeme 2.2.2. Soient la fonction ¢ : I x H — [0, +00] satisfaisant (Hy) et (Hz) du

Théoreme et f: 1 x H — H une fonction telle que
i) f est séparément mesurable sur I;

i) pour tout n > 0, il existe une fonction non-négative v,(-) € L& (I) telle que,

pour tout t € I et pour tout (u, v) € B[0, n] x B|0, 1],
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2.2. Résultat d’existence et d’unicité

1t w) = f(E o) < ()]l —ol);
i) il existe une fonction non-négative B(-) € Li(I) telle que, pour tout t € I et pour tout

ue H,

1 w)ll < B+ [lul)- (2.2.1)
Alors, pour tout uy € dom(Ty, -), le probleme perturbé suivante

—u(t) € oY(t, u(t)) + f(t, u(t)), pp.tel
U(To) = Up,

(P, )

posséde une unique solution u(-) absolument continue sur I, qui satisfait a

/T ()] dt < o+ O'/T £, u(t))||? dt, (2.2.2)
a = (K(0)+3(p+1)%) / a*(t) dt + 2[T — Ty +(To, uo) — (T, w(T))],
To (2.2.3)

o = k*0)+3(p+1)*+4.
Démonstration. Voir [14]. O

Proposition 2.2.2. L’unique solution u(-) de (Py(.,.y) satisfait a
lu(t) = wol| < [€(T))2
De plus, on a
Lt w@) < BHA+K) ppt el

et

/T | a(®)|?dt < a® +o(1+ K)? TﬁQ(t) dt, (2.2.4)

To To

ol

NI

K = |luo|l + [€(T)]2,

24



2.2. Résultat d’existence et d’unicité

et ot la fonction non-négative £(-) est continue et croissante, définie sur [Ty, T| par

s

b(7)B3(r) exp (20 / (60— T) 54(0) d@) dr,

Ty

£(s) = b(s) + 20(s — Ty) /

To

et pour tout t € [Tp, T

t

b(t) = (t = Tp)[a” + 20 (1 + [[uo|))* . B3%(9) do),

avec
T

o’ = (K*(0) + 3(p + 1)2)/ a*(t) dt + 2[T — Ty + (Ty, uo).

To

Démonstration. Soit u(-) I'unique solution de (Py. .)). En se servant de la continuité absolue

de u(+) sur [Ty, T, et de 'hypothese (2.2.2)), on a pour Ty < s < T,
Ju(s) = wl? < (s = To) [ (| dr
To
<= [+ a [ B0+ ]
To
D’ou, pour tout s € [Ty, T
lu(s) —uol* < a’(s = To) +20(s = To)(1 + [luol)* [ B*(7) dr
To
+ 20(s—Ty) | B*(7)|lu(r) — uol? dr.
To

L’inégalité de Gronwall, entraine, pour tout s € [Ty, T

s

£(s) = 0s) + els) [ o)) e ( | #or0) d9> i,

To

que,
[u(s) = uol|* < &(s), (2.2.5)

ou

00 = (1= T0) [o+ 200+ ual)? [ 50) de},

c(t) = 20(t—To).
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

Evidemment les fonctions b(-), ¢(-)et £(-) sont croissantes et continues sur [Tp, 7. Il s’en suit

de @23)

ot K = |[Jugl| + [S(T)]% Par conséquent,
If(E u@) < BE)(A+K) pp.tel

la démonstration de La Proposition est donc terminée. O

26



CHAPITRE 3

APPLICATION A UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

On se propose dans ce chapitre d’étudier une application au contréle optimal. Cette étude
fait intervenir les mesures de Young et des contraintes sous forme d’inclusion différentielles
perturbées gouvernées par le sous-différentiel d’une fonction (-, -). Pour ce faire, on s’intéresse
a trouver la relation entre le probléme de controle optimal suivant

inf / J(t, uc(t), C()) dt.

¢(Hesr Jro

ol uc(+) est I'unique solution absolument continue du probléme

—a(t) € Ot u(t) + F(t, ult), (1) ppte T
u(Ty) = wup.

(PO(Q))

et le probléme de controle relaxé suivant

inf /T T /U J(t, w,(t), 2)(de) dt,

HE Sy
avec u,(-) étant la solution absolument continue du probléme

—u(t) € O0Y(t, u(t)) + f(t, u(t), x)pud(z) pp.tel
(PR(1) o

U(To) = Ug.
On peut trouver d’autres résultats liés au controle, voir [3], [4], [5], [7], [8], [10], [11], [12].
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3.1.Controéle original et controle relaxé

3.1 Controéle original et contrdle relaxé

Soit I' : I = U une multi-application A\-mesurable & valeurs compactes non vides.

On considére la multi-application ¥(-) définie sur I par
B(t) :={P e ML(U): P(T'(t)) =1}.

On note par Sr (resp. Sy) l'ensemble de toutes les sélections A-mesurables (égalité presque
partout) de I' (resp. X). L’ensemble Sy, est non vide. Il est évident que, Sy C Sy, dans le sens

suivant, pour tout ¢ € Sr, la mesure de Young p ot (p; = d¢(r)),; satisfait u € Sy.

Proposition 3.1.1. Soit I' : I = U une multi-application \-mesurable dans les compacts non

vides de U. Alors, la multi-application 3(-) définie sur I par
S(t) ={P e ML(U): P(I'(t) =1}

est mesurable & valeurs convezes compactes non vides de M (U) et l’ensemble Sy, des sélections

A-mesurables de ¥ est non vide et est séquentiellement fermé dan Vais(I, A, U).

Les éléments de sr sont dits controles originaux et ceux de Sy, controles relaxés.

Soit f: I x H x U — H une fonction vérifiant
i) pour tout t € I, f(t, -, -) est continue sur H x U ;
ii) pour tout (u, x) € H x U, f(-, u, x) est A-mesurable sur I;

iii) pour tout n > 0, il existe une fonction non-négative v, (-) € L&(I) telle que, pour tout
(t, x) € I x U et pour tout u, v € B0, n),
1t u, 2) = (v, 2)|| < 3 ()llu —olf;
iv) il existe une fonction non-négative 5(-) € L2(I) telle que, pour tout (¢, u, z) € I x HxU,

on a

1f (¢ u, )| < B+ [[ul]).
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3.1.Controéle original et controle relaxé

Supposons que v vérifie (H,) et (Hy). Etant donné ug € dom (Ty,-), ¢ € Sr, et u € Sy, on

considére les deux problémes d’évolution suivants :

oyl IO € W uB)+ It U C)  ppted
uw(Ty) = wuo
et
_’[L(t) € 8¢(t, U(t)) + f(t’ U(t), ﬂﬂ)utd(a:) pp.tel
(PR(w) »
U(TO) = Ug.

En vertu de la Remarque 1), la fonction

ot ) = / o) = / £t )pue(de)

est séparément A-mesurable sur 1. De plus, grace aux hypothéses sur f et le fait que
pe(L(t)) = m(U) =1, on a
e pour tout n > 0, pour tout t € I et pour tout u, v € B0, ),
1P (t; w) = Pp(t, 0) || < (@)l —ofl;
e pour tout (t, u) € I x H, on a

[Pt w) || < BE)(A + [Jul])- (3.1.1)

Par conséquent, le Théoréeme entraine que, pour tout ( € Sr et pour tout 4 € Sy, chacun
des problémes (PO(()) et (PR(u)) posséde une unique solution, que ’on note par uc(-) et u,(-)

respectivement. De plus, on a

fuc(): ¢ € Se} C {uu(): € Ss}.

Remarque 3.1.1. Une autre conclusion utile de la Proposition assure que pour tout

w € Sy et pour tout s, t € [Ty, T,

e (t) = uoll < [E(T)]2,

ol
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3.2. Résultat de relaxation

£(s) =b(s) 4+ 20(s — TO)/Sb(T)ﬂQ(T) exp(20 /8(9 —Ty)3%(0) db) dr,

o

et pour tout t € [Ty, T)

t

b(t) = (t — To)[a® + 20(1 + [luol)* [ B*(6) d6).
To
En particulier, ceci révéle que

sup{[lu, ()] : ¢ € [Ty, T], p € Ss} < Juol| + [E(T)]7 = &ny, 1

Proposition 3.1.2. Résultat de densité de Castaing et Valadier dans une forme qui découle
directement de celui de Castaing, Salvadory et Thilbault (voir Proposition 3.2 [3]) Pour tout
w € Sy, il existe une suite ((,(+)) dans Sr telle que la suite des mesures de Young associées

(u™), ot, puy == b¢, @ converge dans Y (I, X, U) vers fu.

3.2 Reésultat de relaxation

Le probleme de controle optimal de type de Bolza a relaxer est le suivant :

inf [T uelt), ) (PO)
¢()esSrJTy

ol u¢(-) est I'unique solution absolument continue de

—u(t) € ou(t, u(t)) + f(t, u(t), ¢(t)) pp.tel
u(Ty) = ug

(PO(C))

et la fonction du cotit J : I x H x U — R est un intégrande tel que pour tout ¢t € I,
J(t, -, -) et continue sur H x U, qui est bornée.

Le probleme de controle relaxé est

T
mf/ /J(t, w,(t), =) (de) dt (P.R)
MESE T() U

avec u,(-) étant la solution absolument continue de
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3.2. Résultat de relaxation

—at) ot u®) + [ Fit, ult), Dldr)  ppt el
(PR()) o
U(To) = Ug.-
Remarque 3.2.1. 1) La fonction du codt J dans (P.O) et (P.R) prend des valeurs dans
[Tmy, +o0], ot my = infJ.

2) En raison de l’hypothese de bornitude sur J et l'inclusion

0 {uc(-): ¢ € Sr} C{uu(-): p € Ss},

il est vrar que
—oo < inf(P.R) < inf(P.O) < +o0. (3.2.1)

3) En fait, dans le Lemme on a seulement besoin que ¢ satisfasse
O(t, hn(t),uy) — d(t, hoo(t),u) .

pour tout t € I et toute suite (u,) convergeant vers u.

Proposition 3.2.1. Sous les hypothéses en haut, supposons de plus que,

(H3) pour toute suite bornée (uy,(-)) dans (Cu(I), || - ||c) €t pour toute suite (C,(-)) dans Sr, la
suite (J(-, un(+), Cu(+))) est uniformément intégrable dans L (I).

Soit i € Sx. Alors, la fonction t — /J(t, u,,(t), z)pe(dz) appartient & Li(I). De plus, pour
toute suite (C,(-)) dans Sr telle que l(cJL suite des mesures de Young associées converge dans

Y, A\, U) vers p, la suite (uc,(-)) converge uniformément dans Cy(I) vers u,(-) et

/T /UJ(t, u,(t), z)p(de) dt = lim J(t, uc, (t), C.(t))dt.

n To

Remarque 3.2.1. 1) Sous Uhypothése (Hs), la fonction objective dans (P.O) est finie et

chacun de inf(P.O) et inf(P.R) est un nombre réel.

2) De méme, en vertu de la Proposition il nest pas difficile de vérifier que la fonction

du codt dans (P.R) est finie sous l’hypothése (H3).
On revient maintenant & la démonstration de la Proposition |3.2.1]

Démonstration. Fixons y € Sy.
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3.2. Résultat de relaxation

A) D’abord, nous allons démontrer que, pour toute suite ((,(-)) dans Sr telle que la suite des
mesures de Young associées converge dans Y (I, A\, U) vers p, la suite (uc,(-)) converge
uniformément dans Cp (1) vers u,(-).

Fixons une suite ((,(-)) dans Sr telle que la suite des mesures de Young associées (u™)
converge dans Y(I, A, U) vers pu. Rappelons que, pour tout n, w,»(-) est I'unique solution

du probléme perturbé

—u(t) € 0Y(t, u(t / J(t, u(t), x)u (de) pp.t el
U(T()) = U
En vertu du Théoréme , en posant, pour tout (¢, u) € I x H,

hn(t, u) = f(t, u, )ui(dx),
I(t)
on a, pour presque tout t € [

T T
/ [, (1)) ?dt < ° +a/ | (t, wun (2))]|?dt. (3.2.2)
To To

De la Remarque [3.1.1} il résulte

[, wpn ()] < BE)(X + &z, 1) pp-t € L

Notons par u,(-) 'unique solution du probléme perturbé

—u(t) € ov(t, u(t / F(t, u(t), x)p(dx) pp.t el 823

u(Ty) = uo.
On va montrer que (u,n(-)) converge uniformément dans Cy (1) vers u,(-), en démontrant
que toute sous-suite de (u,n(-)) posséde une sous-suite convergeant uniformément dans
Cr(I) vers u,(-).
Fixons une sous-suite de (u,n(-)). Cette sous-suite sera encore notée (u,n(-)). Gréace
a , on peut encore extraire une autre sous-suite, et supposer que la sous-suite
correspondante (4, (+)) converge faiblement dans L (1) (puisqu’elle converge dans Lg (1))

vers une fonction a(-) € Cy(I); il s’en suit que, pour tout ¢t € I,

t t

/ Um(s)ds — [ a(s)ds faiblement dans H.
To TO

Alors, définissons une fonction u(-) € Cy(I) par
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3.2. Résultat de relaxation

t
u(t) := ug +/ a(s) ds.
To
On a, pour tout t € [

u,n(t) = u(t) faiblement dans H.

Démontrons maintenant, que la sous-suite (u,n»(-)) converge ponctuellement vers u,,(-).

De (2.2.4]) et le Théoréme avec
it w) = [ (e . ate),
()

on a pour presque tout t € I,

/ [, ()]]2dt < a° + o/ A (t, u,(t))]]?dt. (3.2.4)

TO TO
En vertu de la Remarque [3.1.1} on a

1A, wu () < B+ &ryw)  pp-t € L.

Par les définitions de w,»(-) et u,(-), on a, pour presque tout ¢t € I et tout n

iy (1) € DUt e (1)) + bt ()
() € D(t, wu (1)) + A(t, (1))

U (To) = wu(To) = uo € domp(Tp, -).

La propriété de monotonicité du 0y (t, -) garantit que
(i (8) + i (8) — o, 03 () + Rty 0 (8)), () — s (6)) > 0,
pour tout n et pour presque tout ¢t € I. D’ou
(thyun (8) = (£), wpan (8) = wu(£)) < (=ha(ts wn (£)) + At w(t)), wun () — wu(t))

ceci équivaut a

1d

5 g Nt () = wu (D) < (nt, 1w (8)) = Rt w0 (1), 1 (8) = wn (1))

Mais,

(P (ts wpn (8)) — B(t, wu(t)), wult) — wn(t))
= (hn(t, wun (b)) — ha(t, wu(t)), wu(t) — wen(t))

+ (it wu(8) = h(ts (1)), wu(t) = wun (2)).

Notons que de (3.2.2)), (3.2.4) et le fait que w,(-), uum(-) € Cu(I), il existe n > 0 tel que,

pour tout n et pour tout ¢t € I,
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3.2. Résultat de relaxation

e (), 1w, (8) € B0, ).
Les hypothéses sur f impliquent qu’il existe une fonction non-négative v,(-) € Li([)

telle que, pour tout t € I, h,(t, -) est 7, (¢)-lipschitzienne sur B[0, 7).

Ainsi, on a, pour tout n et pour presque tout t € [

Ly 6) = ) < 23000 (6 = ) + 26, 0) (325

ou

Cn(t) := (hn(t; wu(t)) = h(t; wu(t)), wu(t) — wun(t)). (3.2.6)

Notons que grace a (3.1.1) et aux définitions de h,, et h, pour tout n et pour tout t € I,

|G ()] < 4n(1 4 n)B(1), (3.2.7)

et par conséquent la suite ((,(+)) est bornée dans L (7).

n

;@@ﬁ;[l@umwmmxw@—wwMMMMt
—fﬂ&memmMmemwmw.

Posons pour (¢, u, x) € I x H x U,

O(t, u, x) = (f(t, uu(t), ), uu(t) — u)liy, 4(t).

Evidemment, pour tout ¢ € I, la fonction ¢(t, -, -) est séquentiellement continue sur

Montrons que lim | (,(¢) dt = 0 pour tout s € I. Par les définitions de h, et h, on a
To

HY x U et, avec uqo(+) := u(-), pour tout (¢, n, x) € I x (NU{oc}) x U, on a

|6(t, wun(t), )| < 2n(1+n)B(1). (3.2.8)

Comme pour tout n et pour tout ¢t € I, uy et 1, sont des mesures de probabilité satisfai-
sant i (F(t)) = 1, on peut écrire
Cn t)dt = / /qf)t uun (t), )y (do) dt—/ /gbtuu x)py(dx) dt.
TO To TO
Considérons les mesures de Young 0", p", 6 € Y(I, A, H x U) définies par
0y = 5uun(t) @ py, pp o= 0y () @ fir et 0; 1= Ou@) ® pi, la dernicére égalité équivaut a la

suivante
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3.2. Résultat de relaxation

Gloyit= [ odr— [ dp.
To IxXHxU IxXHXU

Via le Lemme [2.1.3] on a

lim [ G, (t)dt = / ¢ db — / ¢ df = 0.
o0 J T IxHxU IxHxU
D’otu, en appliquant le Lemme 2 n a linégalité (3.2.5), on conclut que la sous-suite

(uun(+)) converge ponctuellement vers w,/(+).

Montrons que la convergence est actuellement uniforme. De retour a (3.2.5)) et (3.2.6)),

on a, pour presque tout t € I.

%(Huu"(t> — uu(t)[?) < 29 () upn () — wu ()1 + 2/Ga(2)].
et

(O] < ([n(t, wu O + (1A, wu(8)) D[ wu(t) = wun ()]

< 21+ mBO | (t) — (1)

Comme la sous-suite (u,n(-)) converge ponctuellement vers w,(-) sur I, il s’en suit que
Cn(t) — 0 pour presque tout t € I. Ceci avec (3.2.7)) entraine, via le Théoréme de la
convergence dominée

lim/](n )| dt = 0.
n—oo

Il s’en suit du Lemme [2.1.2] que, la sous-suite (u,n»(+)) converge uniformément vers u,,(-)

dans Cy/(I).

Maintenant, nous allons montrer que la fonction

t~—>/ (t, u,(t), z)p(dr)

est A\-intégrable et

hm/ (t, uc, (1), Cu(t)) dt = / / (t, u,(t), z)p(dz) dt.

Considérons pour tout n, la mesure de Young o € Y(I, \, H x U) définie par
07 = dug, () @ 06u)-
Comme, pour tout ¢ € I. on a uy := 6, et alors u,»(t) = uc,(t), par la Proposition
2.1.1] la suite (§") converge dans Y(I, A, H x U) vers la mesure de Young 6 définie par
Or == Ou,(t) @ fe-
Pour tout n, soit v,(-) := I — H x U la fonction définie par v,(t) = (uc, (1), C.(%)).
On a 0} := §,,u pour tout t € I. Comme, par hypothése, la suite (J(-, v,(-))) est

uniformément intégrable, via la Proposition on obtient que J est -intégrable et
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3.2. Résultat de relaxation

T
lim/ J(t, uc, (1), Gu(t)) dt = / Jdo.
" JT IxHXU
En vertu de la Remarque ml) , la fonction

b [ T w 2)6u, ® puldu, 7)) = /U I(t, up(t), 2)m(dz)

HxU
/ Jdﬁ—//JtuH x)p(dx) di.
IxHxU To
Par conséquent

lim J(t ug, (1), Cu(t)) dt = / /Jt w,(t), x)p(dr) dt.
To

n

est A-intégrable et

Ceci achéve la démonstratlon de la Proposition.

]

Remarque 3.2.2. En effet, nous avons démontré que, pour ", p € Sx(n > 1), si la suite

(u™) converge dans Y(I, X\, U) wvers p alors (u,n(-)) converge uniformément vers u,(-) dans

Cu(I).

Démontrons maintenant le résultat le plus important de cette section, concernant les deux

problémes de controle suivants:

T

inf [Tt ue(t), C(8))dt (P.O)

¢yesr)r,

et

in / / (&, u(t), @)(de) dt. (P.R)
HESs To

Théoréme 3.2.3. Sous les hypothéses de la Proposition le probléme de controle (P.R)

admet une solution optimale. De plus, on a

min(P.R) = inf(P.O).

Démonstration. De la Proposition 3.2.1] 1'égalité inf(P.R) = inf(P.O) est vraie.

En effet, pour tout p € Sy, du résultat de densité de Castaing et Valadier (Proposition |3.1.2]),

il existe une suite (,(-) € Sr telle que les mesures de Young associées converge dans Y (I, A\, U)

vers u, et la Proposition [3.2.1] assure que

lim (t uc, (1), Cu(t)) dt = / / (t, uyu(t), x)pwe(de) dt.
TO TO

n
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3.2. Résultat de relaxation

Comme il est évident que, pour tout n

/ TJ(t, ue, (1), Co(t)) dt > inf(P.O),

To

on a

/T/UJ(t, w,(t), x)p(de) dt > inf(P.O),

To

et d’ou
inf(P.R) > inf(P.O).

L’inégalité inverse étant toujours vraie implique que
inf(P.R) = inf(P.O). (3.2.9)

Reste a démontrer que inf(P.R) est un minimum.

Pour cela, soit ({,(+)) une suite minimisante de (P.O), i.e., (,(-) € Sr pour tout n et

inf(P.0) = lim ' T(t, ue, (t), Cu(t)) dt. (3.2.10)

n TO

pour tout n, on définit p* : I — ML (U) par pj' == ¢, ().

Il est clair que p™ € Sy. Ainsi, de la Proposition [2.1.3] et la Proposition [3.1.1}, on peut extraire
une sous-suite p™ que l'on suppose convergente dans Vys(I, A, U) vers p € Syx. Il s’en suit de
la Proposition que la suite (uc,(-)) converge uniformément vers I'unique solution w,(-) du

probléme (PR(u)) et

n

lim (t uc, (1), Gu(t)) dt = / / (t, uu(t), z)pe(dx) dt.
T() TO

D’ot, tenant compte de (3.2.10]), on a

inf(P.O) /T/ (t, (1), )pe(dz) d(t). (3.2.11)

Maintenant, ’égalité (3 révéle que p est actuellement un controle optimal relaxé, i.e.,
inf(P.O) = min(P.R)

Ce qui achéve la démonstration du Théoréme. n
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CONCLUSION

La théorie des mesures de Young est trées riche en applications, surtout au controle optimal.
Dans ce mémoire, on a étudié, via le Théoréme d’existence et d’unicité (Théoréme [2.2.2),
la relaxation de problémes de controle optimal, faisant intervenir des mesures de Young, et
soumis a des contraintes sous forme d’inclusions différentielles perturbées gouvernées par le
sous-différentiel d’une fonction 1 convexe satisfaisant des hypothéses appropriées (voir [14]).
De similaires problémes de relaxation avec les mesures de Young, ont été étudiés dans le cas
de dimension finie, voir [4] pour des équations différentielles ordinaires correspondant au cas
P =0.

Des nombreux résultats liés au controle optimal ont été obtenus. Pour plus de détails, on référe

le lecteur & [3], [5], 7], 8], [, [12.
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