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NOTATIONS ET ESPACES USUELS

Tout au long de ce mémoire, on adopte les notations suivantes :

H espace de Hilbert réel.

U espace métrique.

N ensemble des nombres entiers naturels.

R ensemble des nombres réels.

R [−∞, +∞].

R+ ensemble des nombres réels positifs.

P(X) ensemble de toutes les parties d’un ensemble X.

X\A complémentaire de A dans X.

J partie de N.

I := [T0, T ] intervalle de R.

λ mesure de Lebesgue.

⊗ produit de deux tribu.

CH(I) espace des fonctions continues f : I → H.

dom(ψ) domaine d’une fonction ψ.

∂ψ(·) sous-différentiel de ψ.

ψ∗ fonction conjuguée de ψ.

| · | valeur absolue.

〈·, ·〉 produit scalaire dans H.
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Notations générales

‖ · ‖ norme associée à 〈·, ·〉.

‖ · ‖∞ norme de la convergence uniforme où ‖f‖∞ = sup
x∈H
‖f(x)‖.

p.p. presque partout.

u̇ =
du

dt
dérivée de u par rapport à t.

B[0, η] boule ouverte de centre 0 et de rayon η.

M1
+(U) ensemble des mesures de probabilité.

B(U) tribu borélienne sur U

Y(S, σ, U) ensemble de toutes les mesures de Young ν sur (S × U, A⊗ B(U))

1A fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par :

1A(x) =


1, si x ∈ A.

0, si x /∈ A.

resp respectivement.

:= égal par définition.

L1
H(I) espace des fonctions intégrables f : I → H.

L2
H(I) espace des fonctions mesurables f : I → H telles que :

∫ T
T0
‖f(t)‖2 dt < +∞.

L∞H (I) espace des fonctions mesurables f : I → H et il existe C tel que|f(x)| ≤ Cp.p. sur I.

X ′ espace dual de X.

σ(X,X ′) la topologie faible sur X.

⇀ la convergence faible.
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INTRODUCTION

Le thème de recherche considéré dans ce mémoire est celui du contrôle optimal. Ce mémoire

est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions d’analyse fonction-

nelle et convexe dont on aura besoin le long du travail. Nous rassemblons aussi les définitions de

multi-applications et sélections et celles des convergences usuelles. Nous terminons ce chapitre

par parler de deux outils fondamentaux d’analyse (opérateurs sous-différentiels et opérateurs

maximaux monotones).

Le deuxième chapitre est composé de deux sections. Dans la première, on fait des rappels sur

les mesures de Young ainsi que quelques lemmes et propositions nécessaires. Dans la deuxième,

on s’intéresse à un résultat d’existence et d’unicité de solution absolument continue pour des

inclusions différentielles perturbées et non perturbées du type :

(P )

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)), p.p. t ∈ I

u(T0) = u0,

et

(Pf(·, ·))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t)), p.p. t ∈ I

u(T0) = u0,
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Introduction

où ψ(t, ·) (t ∈ I) étant une fonction propre convexe semi-continue inférieurement et la pertur-

bation f : I ×H → H est une fonction vérifiant des conditions appropriées.

Dans le troisième chapitre, nous étudions la relation entre le problème dit "original"

inf
ζ(·)∈SΓ

∫ T

T0

J(t, uζ(t), ζ(t)) dt (PO)

où uζ(·) est l’unique solution absolument continue de

(PO(ζ))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t), ζ(t)) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0,

et le problème de contrôle "relaxé" suivant

inf
µ∈SΣ

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt (PR)

avec uµ(·) étant la solution absolument continue du problème perturbé

(PR(µ))


−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µtd(x) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

Les contrôles µ ∈ SΣ seront identifiés aux mesures de Young, donnant ainsi accès à la théorie

des mesures de Young.

Nous allons voir que l’égalité inf(PO) = min(PR) aura lieu.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, des généralités sur l’analyse convexe

et fonctionnelle. Nous rassemblons aussi des rappels sur les convergences usuelles et des outils

fondamentaux d’analyse (opérateurs maximaux-monotones et opérateurs sous-différentiels).

Le contenu du chapitre a été pris des références [1], [2], [6], [13].

1.1 Espaces usuels

Définition 1.1.1. On appelle topologie sur un ensemble X un ensemble Γ ⊂ P(X) vérifiant

1. ∅, X ∈ Γ.

2. Si Xi ∈ Γ, i = 1, · · · , n alors
n⋂
i=1

Xi ∈ Γ.

3. Si {Xi, i ∈ J} est une famille d’éléments de Γ, alors
⋃
i∈ J

Xi ∈ Γ.

On dit que (X, Γ) est un espace topologique. Les éléments de Γ sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Définition 1.1.2. Soient (X1, Γ1), (X2, Γ2) deux espaces topologiques et f : X1 −→ X2. La

fonction f est dite séquentiellement continue en x ∈ X1 si pour toute suite (xn) ⊂ X1 telle que

xn −→ x, alors f(xn) −→ f(x).
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1.Préliminaires

La fonction f est séquentiellement continue sur X1 si elle est séquentiellement continue en tout

point de X1.

Définition 1.1.3. Soit (X, Γ) un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dit séquen-

tiellement fermé s’il contient toutes les limites de ses suites convergeantes.

Définition 1.1.4. On appelle Tribu sur X toute famille T de parties de X telle que :

1. ∅ ∈ T .

2. ∀A ∈ T : X\A ∈ T .

3. Pour toute suite (An)n telle que An ∈ T, ∀n ∈ N, on a
⋃
n∈N

An ∈ T .

Le couple (X, T ) est appelé espace mesurable et les éléments de T sont appelés parties mesu-

rables.

Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que T est une algèbre

sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu borélienne sur X notée B(X) est la plus petite tribu

contenant la topologie de X.

Soient (X, T1) et (Y, T2) deux espaces mesurables. Une fonction f : (X, T1) −→ (Y, T2) est

T1-mesurable si f−1(A) ∈ T1 pour tout A ∈ T2.

Définition 1.1.5. Soit (X, T ) un espace mesurable. Une mesure sur (X, T ) est une application

µ : T → [0, +∞] vérifiant

1. µ(∅) = 0.

2. Pour toute famille {An, n ∈ N} d’éléments de T deux à deux disjoints (c’est-à-dire que

An
⋂
Am = ∅ lorsque n 6= m), on a la propriété d’additivité dénombrable

µ(
∞⋃
n=0

An) =
∞∑
n=0

µ(An).

On dit alors que (X, T, µ) est un espace mesuré.

Lorsque µ(X) < ∞, on dit que la mesure µ est finie. En particulier, si on a µ(X) = 1 on dit

que µ est une mesure de probabilité et (X, T, µ) est un espace de probabilité.

Un ensemble A est dit µ-négligeable s’il existe B ∈ T tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.
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Définition 1.1.6. Soit (X, A, µ) un espace mesuré. On dit que la mesure µ est complète si,

pour tout élément N ∈ A vérifiant µ(N) = 0 et pour toute partie M ⊂ N, alors M ∈ A.

Définition 1.1.7. ( Mesure de Lebesgue) Il existe une et une seule mesure sur B(R) notée λ

et appelée mesure de Lebesgue sur les boréliens, tel que

λ(]a, b[) = b− a, pour tout (a, b) ∈ R2 et −∞ < a < b < +∞.

Définition 1.1.8. (Propriété vraie µ-presque partout) On dit qu’une propriété est vraie µ-

presque partout sur X si la propriété est fausse sur une partie µ-négligeable de X, on note

µ p p.

Définition 1.1.9. Soit X un ensemble non vide. L’application d : X × X → [0, +∞[ est une

distance sur X si pour tous x, y, z ∈ X, on a

1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Définition 1.1.10. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou complexe, de dimension

finie ou infinie, toute application x 7→ ‖x‖ de X dans R+ vérifiant les conditions

i) ∀x ∈ X : ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : ‖λx‖ = |λ|.‖x‖,

iii) ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Toute norme définit naturellement une distance : d(x, y) = ‖x− y‖.

Définition 1.1.11. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ‖.‖) où X est un espace

vectoriel et ‖.‖ est une norme sur X.

Définition 1.1.12. Soit X un espace métrique. La suite (xn)n∈N est dite une suite de Cauchy

si et seulement si :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 : ‖xp − xq‖ < ε.
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Définition 1.1.13. Soit (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. On dit que (X, ‖ · ‖) est un

complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour ‖ · ‖, composée d’éléments de X, admet

une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.1.14. Soit (X, d) un espace métrique et soit A ⊂ X. On dit que A est dense dans

X si A = X.

Définition 1.1.15. On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble

A ⊂ X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.1.16.

1. Un recouvrement de X est une famille (Ai)i∈ I de partie de X telle que X ⊂
⋃
i∈I

Ai.

Si de plus, I est un ensemble fini, on dit que (Ai)i∈ I est un recouvrement fini de X.

2. Soit (Ai)i∈ I un recouvrement de X. Soit J ⊂ I tel que X ⊂
⋃
j∈J

Aj, on dit que (Aj)j ∈ J est

un sous-recouvrement de (Ai)i∈ I .

3. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (Ui)i∈ I telle que X ⊂
⋃
i∈ I

Ui.

Définition 1.1.17. On dit que X est compact s’il est séparé et de tout recouvrement ouvert de

X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.1.18. Soit (X, Γ) un espace topologique. On dit que

• K ⊂ X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts on peut extraire un

sous-recouvrement fini.

• A ⊂ X est relativement compact si A est compact.

• A ⊂ X est séquentiellement compact si toute suite d’éléments de A admet une sous-suite

qui converge dans A .
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1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Fonctions absolument continues

Théorème 1.2.1. Soit un intervalle [a, b] de R, une fonction ψ : [a, b] 7−→ H est dite absolu-

ment continue si est seulement si elle est l’intégrale de sa dérivée, i.e.,

ψ(b)-ψ(a)=
∫ b

a

ψ̇(t) dt

Remarque 1.2.2. 1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

1.2.2 Fonction lipschitzienne

Définition 1.2.1. Soit ψ : H →R. On dit que ψ est lipschitzienne de rapport L >0, si et

seulement si,

∀x, y ∈ H, ‖ψ(x)− ψ(y)‖≤ L ‖x− y‖.

Remarque 1.2.3. Toute fonction Lipschitzienne est absolument continue.

1.3 Généralités sur l’analyse convexe

Définition 1.3.1. Soit ψ : H → R. On dit que ψ est propre si et seulement si
ψ(x) 6= −∞ ∀x ∈ H,

ψ 6≡ +∞ (i.e., ∃x0 ∈ H tel que ψ(x0) 6= +∞).

Définition 1.3.2. Soit ψ : H → R une fonction propre. L’ensemble défini par

dom (ψ) = {x ∈ H, ψ(x) < +∞} est appelé domaine effectif de ψ.

Une fonction ψ : H → R ∪ {+∞} est propre si est seulement si dom (ψ) 6= ∅.

Définition 1.3.3. Une fonction ψ : H →]−∞, +∞] est dite convexe si
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∀x, y ∈ H, ∀t ∈ [0, 1] : ψ(tx+ (1− t)y) ≤ tψ(x) + (1− t)ψ(y).

Définition 1.3.4. Soit ψ : H → [−∞, +∞] une fonction propre. La fonction ψ∗ définie sur

H par

ψ∗ : H →[−∞, +∞]

y 7→ψ∗(y) = sup
x∈H
{〈y, x〉 − ψ(x)},

est appelée conjuguée de ψ.

1.4 Multi-applications et sélections

Définition 1.4.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-applications F définie

sur X à valeurs dans Y est une fonction qui à tout élément x ∈ X associe un sous-ensemble

F (x) de Y et on note F : X ⇒ Y . Le domaine de la multi-application est donné par

dom (F ) = {x ∈ X, F (x) 6= ∅}.

Définition 1.4.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f : X −→ Y vérifiant f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

Définition 1.4.3. Soient (X, Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique, et F : X ⇒ Y

une multi-application. On dit que F est Σ-mesurable si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X;F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Théorème 1.4.1. Soient (X, Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable

et soit F : X ⇒ Y une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors, elle admet au

moins une sélection mesurable.

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications, on réfère à Castaing-Valadier

[6].

12



1.Préliminaires

1.5 Convergences usuelles

Soient (fn : X → E)n∈N une suite d’applications et f : X → E.

Définition 1.5.1. (Convergence simple) On dit que (fn)n∈N converge simplement vers f

(surX) si et seulement si, pour tout x de X, la suite (fn(x))n∈N converge vers f(x) dans

E.

Définition 1.5.2. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)n∈N converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, (n ≥ N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ < ε).

2) Si (fn)n∈N et f sont bornées, alors pour montrer que (fn)n∈N converge uniformément vers f

sur X, il faut et il suffit de montrer que :

‖fn − f‖∞ → 0.

Théorème 1.5.1. (Théorème de la convergence dominée) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions

de L1
E(X). On suppose que

a) fn(x)→ f(x) p.p. sur X,

b) il existe une fonction g ∈ L1
R+

(X) telle que pour tout n : |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur X.

Alors, f ∈ L1
E(X) et ‖fn − f‖L1 → 0.

1.6 Outils fondamentaux d’analyse

Dans toute la suite, on entend par A un opérateur multivoque défini sur H et à valeurs dans

l’ensemble des partie de H, et l’on note A : H ⇒ H, i.e., pour tout x ∈ H, Ax est un ensemble

de P(H).

L’ensemble dom (A) = {x ∈ H, Ax 6= 0} est appelé domaine de l’opérateur A.
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1.6.1 Opérateurs sous-différentiels

Beaucoup de ce qui suit reste valable pour un couple d’espaces vectoriels en dualité.

Nous restreignons les énoncés au cas qui nous occupe : l’espace Hilbertien H mis en dualité

avec lui-même par le produit scalaire 〈·, ·〉.

Soit ψ : H → R ∪ {+∞}.

Définition 1.6.1. On dit qu’un élément y ∈ H est un sous-gradient de ψ au point x si

ψ(x) ∈ R et si ∀z ∈ H ψ(z) ≥ ψ(x) + 〈y, z − x〉.

L’ensemble des sous-gradients de ψ au point x est appelé sous-différentiel de ψ au point x et

noté ∂ψ(x). En d’autre termes, ∂ψ(x) est l’ensemble des "pentes" de toutes les minorantes

affines de ψ qui sont "exactes au point x".

Définition 1.6.2. La fonction ψ est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ H

si,

ψ(x0) ≤ lim
x→x0

inf ψ(x).

La fonction ψ est dite s.c.i sur H si ψ est s.c.i en tout point de H.

Proposition 1.6.1. Si ψ est propre, i.e., son domaine effectif (domψ) défini par

domψ = {x ∈ H; ψ(x) < +∞}

est non vide alors, le sous-différentiel ∂ψ(x) de ψ en x ∈ domψ est

∂ψ(x) = {y ∈ H : ψ(z) ≥ 〈y, z − x〉+ ψ(x), ∀z ∈ dom ψ}

et son domaine effectif est dom ∂ψ = {x ∈ H; ∂ψ(x) 6= ∅}.

Proposition 1.6.2. Si ψ est convexe propre semi-continue inférieurement alors ψ∗ est aussi

convexe propre semi-continue inférieurement.
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1.6.2 Opérateurs maximaux-monotones

Définition 1.6.3. Un opérateur A est dit monotone si

∀x1, x2 ∈ domA, 〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0.

ou plus précisément,

∀y1 ∈ Ax1, ∀y2 ∈ Ax2, 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Définition 1.6.4. Un opérateur A est dit maximal-monotone s’il est monotone et si toute

extension monotone de A coïncide avec A.

Proposition 1.6.3. Si ψ est convexe, propre, sci alors, l’opérateur sous-différentiel ∂ψ est

maximal-monotone.

Pour plus de détails sur les propriétés des opérateurs maximaux-monotones dans les espaces

de Hilbert, se reporter à [1].

1.7 Topologie faible

Définition 1.7.1. Soit f ∈ X ′ un élément fixé et,

ϕf : X −→ R

x −→ ϕf = 〈f, x〉.

Lorsque f parcourt X ′, on obtient une famille d’applications ϕf i.e. (ϕf )f∈X′ .

On appelle la topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications

(ϕf )f∈X′ continues et on la note σ(X,X ′).

Proposition 1.7.1. Soit (xn)n une suite de X alors, quand n −→∞ on a,
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1.Préliminaires

1. xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉,∀f ∈ X ′.

2. xn → x =⇒ xn ⇀ x.

3. xn ⇀ x =⇒ (‖xn‖)n est borné et ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

4. xn ⇀ x et fn −→ f =⇒ 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

On termine ce chapitre de préliminaires par énoncer le lemme de Gronwall.

Définition 1.7.2. (Lemme de Gronwall : forme intégrale)

Soient T ∈ R+ ∪ {+∞}, a, b ∈ L∞R ([T0, T ]), et c ∈ L1
R([T0, T ]), c(t) ≥ 0 pour presque tout

t ∈ [T0, T ]. Alors

a(t) ≤ b(t) +

∫ t

T0

c(s)a(s) ds p.p, dans [T0, T ],

implique que pour presque tout t ∈ [T0, T ]

a(t) ≤ b(t) +

∫ t

T0

expΛ(t)−Λ(s) c(s)b(s) ds,

où Λ(t) =

∫ t

T0

c(τ) dτ.
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CHAPITRE 2

MESURES DE YOUNG ET RÉSULTATS LIÉS À UNE CLASSE

D’INCLUSIONS DIFFÉRENTIELLES

Dans ce chapitre, nous présentons de façon élémentaire quelques définitions et propriétés des

mesures de Young (définition du produit fibré, intégrande de Carathéodory, ....).

D’autre part, nous nous intéressons au résultat d’existence et d’unicité de solution absolu-

ment continue pour une inclusion différentielle avec perturbation univoque sur un intervalle

I = [T0, T ] de la forme

(Pf(·,·))

 −u̇(t)∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t)),

u(T0) = u0 ∈ domψ(T0, ·),

où ∂ψ(t, ·) est le sous différentiel d’une fonction convexe propre semi-continue inférieurement

définie d’un espace de Hilbert H dans [0,+∞]. La perturbation est une fonction univoque

dépendant du temps et de l’état f : I ×H −→ H.
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

2.1 Rappels sur les mesures de Young

2.1.1 Mesures de Young

On va faire les rappels suivants concernant les mesures de Young (voir Castaing, Raynaud

de Fitte [4], Edmond-Thibault [8] et Jawhar [10]).

Définition 2.1.1. Soient (S, A, σ) un espace mesuré complet, σ une mesure finie non négative

et U un espace métrique complet séparable. On note par Y(S, σ, U) l’ensemble de toutes les

mesures positives ν sur (S × U, A ⊗ B(U)) dont les projections sur S (i.e., leurs images par

l’application (s, x) 7→ s) égalent σ. Autrement dit, pour tout E ∈ A, on a

ν(E × U) = σ(E).

Si ν ∈ Y(S, σ, U), alors ν est dite mesure de Young sur S × U .

Définition 2.1.2. SoitM1
+(U) l’ensemble de toutes les mesures de probabilité sur (U, B(U)).

D’après [4], on note Ydis(S, σ, U) l’ensemble de toutes les applications µ : S −→ M1
+(U) (σ-

presque partout égalité) qui sont mesurables au sens suivant, pour tout B ∈ B(U), la fonction

s 7−→ µs(B) est A-mesurable.

Remarque 2.1.1. 1) Dans [10], tout élément de l’ensemble Ydis(S, σ, U) est dit mesure de

probabilité de transition sur S × U .

2) Si µ ∈ Ydis(S, σ, U), A ∈ A⊗B(U) et si 1A est la fonction caractéristique de A, alors la

fonction s 7−→
∫
U

1A(s, x)µs(dx) est A-mesurable sur S et la fonction ensemble ν définie

pour tout A ∈ A⊗ B(U) par

ν(A) =

∫
S

∫
U

1A(s, x)µs(dx)σ(ds), (2.1.1)

est une mesure de Young sur S × U . Par conséquent, tout élément de Ydis(S, σ, U) est

dit mesure désintégrée de Young.

3) Réciproquement, sous les mêmes hypothèses qu’en haut sur S et U, toute mesure de Young

sur S × U est associée à un certain µ ∈ Ydis(S, σ, U) défini de la même manière qu’en

haut.
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

Remarque 2.1.2. 1) Si ν est une mesure de Young correspondante à l’élément

µ ∈ Ydis(S, σ, U), i.e., la mesure de Young définie par (2.1.1), alors, pour toute fonction

ψ : S × U −→ R ∪ {−∞, +∞} qui est A ⊗ B(U)-mesurable et non-négative (resp. ν-

intégrable), la fonction s 7−→
∫
U

ψ(s, x)µs(dx) est σ-mesurable (resp. σ-intégrable) et

l’on a ∫
S×U

ψ dν =

∫
S

∫
U

ψ(s, x)µs(dx)σ(ds).

2) Si ν est la mesure de Young associée à µ ∈ Ydis(S, σ, U) on ne fera pas de différence

entre ν et µ, i.e., pour tout s ∈ S, on écrira νs au lieu de µs.

3) Toute fonction A-mesurable x(·) : S −→ U définit une mesure de Young sur S × U dite

mesure de Young associée à x(·). C’est la mesure de Young correspondante à l’élément µ

de Ydis(S, σ, U) définie par µs := δx(s), où δx(s)est la masse de Dirac au point x(s), i.e.,

pour tout B ∈ B(U), δx(s)(B) = 1 si x(s) ∈ B et 0 ailleurs.

2.1.2 Intégrande de Carathéodory

Pour plus de détails, on réfère le lecteur à [15].

Définition 2.1.3.

On appelle intégrande toute fonction ψ : S×U → R ∪ {−∞, +∞} qui est A⊗B(U)-mesurable.

Un intégrande est dit de Carathéodory si, pour tout s ∈ S, la fonction ψ(s, ·) est continue et

prend des valeurs finies sur U.

Un intégrande ψ est dit L1-borné s’il existe une fonction non-négative γ ∈ L1
R(S, σ) telle que,

|ψ(s, x)| ≤ γ(s) pour tout (s, x) ∈ S × U .

Définition 2.1.4. Une suite (νn) de Y(S, σ, U) converge vers ν dans Y(S, σ, U) si, pour tout

intégrande de Carathéodory L1-borné ψ,

lim
n

∫
S×U

ψ dνn =

∫
S×U

ψ dν.

Définition 2.1.5. On dit qu’une suite (µn) de Ydis(S, σ, U) converge vers µ dans Ydis(S, σ, U)

si la suite des mesures de Young correspondantes converge dans Y(S, σ, U). Cela revient à dire

que, pour tout intégrande de Carathéodory L1-borné ψ,
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

lim
n

∫
S

∫
U

ψ(s, x)µns (dx)σ(ds) =

∫
S

∫
U

ψ(s, x)µs(dx)σ(ds).

Définition 2.1.6. Soient S et T deux espaces métriques et soient µ ∈ Y(Ω, S, P, S) et

ν ∈ Y(Ω, S, P, T). On appelle produit fibré de µ et ν, la mesure de Young µ ⊗ ν ∈ Y(Ω, S, P, S×

T) définie par

(µ ⊗ ν)w = µw ⊗ νw

pour tout w ∈ Ω.

Supposons maintenant que H est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 2.1.1. Soient hn(·), h(·) ∈ CH(I) (n ≥ 1) et µn, µ ∈ Ydis(I, λ, U). Supposons

que (hn(·)) converge uniformément vers h(·) et (µn) converge vers µ dans Ydis(I, λ, U).

Soit θn ∈ Y(I, λ, H ×U) définie par θnt := δhn(t)⊗µnt . Alors, θn converge dans Y(I, λ, H ×U)

vers la mesure de Young θ ∈ Y(I, λ, H × U) définie par θt := δh(t) ⊗ µt.

Définition 2.1.7. Une suite de fonction (fn(·)) est dite uniformément intégrable dans L1
R(I)

si elle est bornée dans L1
R(I) et

lim
λ(A)→0

sup
n

∫
A

|fn(t)| dt = 0.

Proposition 2.1.2. Soit xn(·) : I −→ U (n ≥ 1) une suite de fonctions mesurables. Sup-

posons que la suite des mesures de Young associées (νn)(où, νnt := δxn(t)) converge vers ν

dans Y(I, λ, U). Soit ψ : I × U −→ R un intégrande de Carathéodory. Supposons que la suite

(ψ(·, xn(·)))n est uniformément intégrable dans L1
R(I). Alors, ψ est ν-intégrable et

∫
I×U

ψ dν = lim
n

∫
I

ψ(t, xn(t)) dt.

Proposition 2.1.3. Si U est un espace métrique compact, alors toute suite dans Ydis(I, λ, U)

possède une sous-suite convergente dans Ydis(I, λ, U).

Ces lemmes ont été pris de [8],[9].

Lemme 2.1.1. Soit (ηn(·)) une suite de fonctions non-négatives et absolument continues défi-

nies de I dans R. Supposons que lim
n
ηn(T0) = 0 et pour tout n,
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2.1.Rappels sur les mesures de Young

η̇n(t) ≤ β(t)ηn(t) + αn(t) p.p. t ∈ I,

où αn(·), β(·) ∈ L1
R(I) avec β(·) ≥ 0. Supposons de plus que la suite (αn(·)) est bornée dans

L1
R(I) et, pour tout t ∈ [T0, T ], on a lim

n

∫ t

T0

αn(s) ds = 0. Alors, pour tout t ∈ [T0, T ],

lim
n
ηn(t) = 0.

Démonstration. Soit t ∈ [T0, T ]. En intégrant de T0 à t l’inégalité en haut, on obtient

ηn(t) ≤ ηn(T0) +

∫ t

T0

αn(s) ds+

∫ t

T0

β(s)ηn(s) ds. (2.1.2)

En multipliant maintenant par β(t), on trouve

β(t)ηn(t) ≤ ηn(T0)β(t) + β(t)

∫ t

T0

αn(s) ds+ β(t)

∫ t

T0

β(s)ηn(s) ds.

En vertu du lemme de Gronwall, on a∫ t

T0

β(s)ηn(s) ds ≤
∫ t

T0

([
ηn(T0)β(u) + β(u)

∫ u

T0

αn(s) ds)

]
exp

{∫ t

u

β(s) ds

})
du.

En revenant à 2.1.2, on déduit que

ηn(t) ≤ ηn(T0) +

∫ t

T0

αn(s) ds+ ηn(T0)

∫ t

T0

(
β(u) exp

{∫ t

u

β(s) ds

})
du+∫ t

T0

(
β(u)

(∫ u

T0

αn(s) ds

)
exp

{∫ t

u

β(s) ds

})
du.

En faisant tendre n vers l’infini. Par le théorème de la convergence dominée, le dernier terme

du côté droit de l’inégalité tend vers 0. Il est evident que, par hypothèses, les autres termes

vont aussi vers 0. Donc, on a le résultat attendu.

Lemme 2.1.2. Soit une suite de fonctions absolument continues définies de I dans H. Suppo-

sons que lim
n
un(T0) = 0 et, pour tout n,

d

dt
(‖un(t)‖2) ≤ βn(t)‖un(t)‖2 + αn(t) p.p. t ∈ I,

où αn(·), βn(·) ∈ L1
R+

(I). Supposons de plus que la suite (βn(·)) est bornée dans L1
R(I) et

lim
n

∫ T

T0

αn(t) dt = 0. Alors,
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

lim
n
‖un(·)‖∞ = 0.

Démonstration. D’après le lemme de Gronwall, pour tout t ∈ I,

‖un(t)‖2 ≤
∫ t

T0

(
αn(s) exp

{∫ t

s

βn(τ) dτ

})
+‖un(T0)‖2 exp

{∫ t

T0

βn(τ) dτ

}
.

Il en résulte que pour tous t ∈ [T0, T ],

‖un(t)‖2 ≤ exp

{∫ T

T0

βn(τ) dτ

}∫ T
T0
αn(s) ds+ ‖un(T0)‖2 exp

{∫ T

T0

βn(τ) dτ

}
.

D’où, le résultat attendu.

Lemme 2.1.3. Soient hn(·), h∞(·) : I → H (n ≥ 1) des fonctions λ-mesurables et vn, v∞ ∈

Y(I, λ, U). Supposons que (vn) converge vers v∞ dans Y(I, λ, U) et (hn(t)) converge faiblement

dans H vers h∞(t) pour tout t ∈ I. Soient θn, θ∞ ∈ Y(I, λ, H×U) définies par θnt := δhn(t)⊗vnt

et θ∞t := δh∞(t)⊗v∞t . Soit φ : I×(H×U)→ R un intégrande tel que, pour tout t ∈ I, φ(t, ·, ·)

est séquentiellement continue sur Hw × U , où Hw désigne l’espace H muni de la topologie

faible. Supposons de plus que, la fonction mesurable t 7−→ sup(n, u)∈ (N∪{∞})×H |φ(t, hn(t), u)|

est λ−intégrable sur I. Alors,

lim
n→∞

∫
I×H×U

φ dθn =
∫
I×H×U

φ dθ.

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Cette partie a été prise de [14].

2.2.1 Cas non-perturbé

Théorème 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert, I := [T0, T ] un intervalle de R et

ψ : I ×H → [0, +∞] une fonction vérifiant les deux hypothèses suivantes :

(H1) Pour tout t ∈ I, la fonction u 7→ ψ(t, u) est convexe propre et semi-continue inférieure-

ment.

(H2) Il existe deux fonctions,
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

l’une k : H → R+ Lipschitzienne de rapport ρ,

l’autre a : I → R absolument continue sur I et à dérivée ȧ dans L2
R+

(I),

telles que, pour tout (t, s, u) ∈ I × I ×H on ait

ψ∗(t, u) ≤ ψ∗(s, u) + k(x)|a(t)− a(s)|

où ψ∗(t, ·) représente la fonction conjuguée de ψ(t, ·).

Alors, pour tout u0 ∈ domψ(T0, ·), le problème d’évolution

(P )

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)),

u(T0) = u0,

possède une unique solution u(·) absolument continue sur [T0, T ].

De plus, pour tout t ∈ I : u(t) ∈ domψ(t, ·) et t 7−→ ψ(t, u(t)) est absolument continue sur

[T0, T ].

L’hypothèse (H1) et la Proposition 1.6.3 entraînent que, pour tout t ∈ I, ∂ψ(t, ·) est maximal-

monotone. L’unicité de la solution résulte alors classiquement de la monotonie de ces opérateurs.

Démonstration. Voir [14].

Proposition 2.2.1. L’unique solution absolument continue u(·) de (P ) satisfait à

‖u̇‖L2
H
≤ ρ

2
‖ȧ‖L2

R
+ [
√
T − T0k(0)‖ȧ‖L2

R
+
ρ2

4
‖ȧ‖L2

R
+ ψ(T0, u0)− ψ(T, u(T ))]

1
2 .

Démonstration. Voir [14].

2.2.2 Cas où la perturbation dépend du temps et de l’état

Théorème 2.2.2. Soient la fonction ψ : I × H → [0, +∞] satisfaisant (H1) et (H2) du

Théorème 2.2.1, et f : I ×H → H une fonction telle que

i) f est séparément mesurable sur I;

ii) pour tout η > 0, il existe une fonction non-négative γη(·) ∈ L2
R(I) telle que,

pour tout t ∈ I et pour tout (u, v) ∈ B[0, η]×B[0, η],
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤ γη(t)‖u− v‖;

iii) il existe une fonction non-négative β(·) ∈ L2
R(I) telle que, pour tout t ∈ I et pour tout

u ∈ H ,

‖f(t, u)‖ ≤ β(t)(1 + ‖u‖). (2.2.1)

Alors, pour tout u0 ∈ domψ(T0, ·), le problème perturbé suivante

(Pf(·, ·))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t)), p.p. t ∈ I

u(T0) = u0,

possède une unique solution u(·) absolument continue sur I, qui satisfait à∫ T

T0

‖u̇(t)‖2 dt ≤ α + σ

∫ T

T0

‖f(t, u(t))‖2 dt, (2.2.2)

où

α = (k2(0) + 3(ρ+ 1)2)

∫ T

T0

ȧ2(t) dt+ 2[T − T0 + ψ(T0, u0)− ψ(T, u(T ))],

σ = k2(0) + 3(ρ+ 1)2 + 4.

(2.2.3)

Démonstration. Voir [14].

Proposition 2.2.2. L’unique solution u(·) de (Pf(·, ·)) satisfait à

‖u(t)− u0‖ ≤ [ξ(T )]
1
2

De plus, on a

‖f(t, u(t))‖ ≤ β(t)(1 +K) p.p.t ∈ I

et

∫ T

T0

‖ u̇(t)‖2dt ≤ α0 + σ(1 +K)2

∫ T

T0

β2(t) dt, (2.2.4)

où

K := ‖u0‖+ [ξ(T )]
1
2 ,
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

et où la fonction non-négative ξ(·) est continue et croissante, définie sur [T0, T ] par

ξ(s) = b(s) + 2σ(s− T0)

∫ s

T0

b(τ)β2(τ) exp

(
2σ

∫ s

T0

(θ − T0) β2(θ) dθ

)
dτ,

et pour tout t ∈ [T0, T ]

b(t) = (t− T0)[α0 + 2σ(1 + ‖u0‖)2

∫ t

T0

β2(θ) dθ],

avec

α0 = (k2(0) + 3(ρ+ 1)2)

∫ T

T0

ȧ2(t) dt+ 2[T − T0 + ψ(T0, u0).

Démonstration. Soit u(·) l’unique solution de (Pf(·, ·)). En se servant de la continuité absolue

de u(·) sur [T0, T ], et de l’hypothèse (2.2.2), on a pour T0 ≤ s < T ,

‖u(s)− u0‖2 ≤ (s− T0)

∫ s

T0

‖u̇(τ)‖2 dτ

≤ (s− T0)

[
α0 + σ

∫ s

T0

β2(τ)(1 + ‖u(τ)‖)2 dτ

]
.

D’où, pour tout s ∈ [T0, T ]

‖u(s)− u0‖2 ≤ α0(s− T0) + 2σ(s− T0)(1 + ‖u0‖)2

∫ s

T0

β2(τ) dτ

+ 2σ(s− T0)

∫ s

T0

β2(τ)‖u(τ)− u0‖2 dτ.

L’inégalité de Gronwall, entraîne, pour tout s ∈ [T0, T ]

ξ(s) = b(s) + c(s)

∫ s

T0

b(τ)β2(τ) exp

(∫ s

τ

β2(θ)c(θ) dθ

)
dτ,

que,

‖u(s)− u0‖2 ≤ ξ(s), (2.2.5)

où

b(t) = (t− T0)

[
α0 + 2σ(1 + ‖u0‖)2

∫ t

T0

β2(θ) dθ

]
,

c(t) = 2σ(t− T0).
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2.2.Résultat d’existence et d’unicité

Évidemment les fonctions b(·), c(·)et ξ(·) sont croissantes et continues sur [T0, T ]. Il s’en suit

de (2.2.5),

‖u(·)‖∞ ≤ K,

où K = ‖u0‖+ [ξ(T )]
1
2 . Par conséquent,

‖f(t, u(t))‖ ≤ β(t)(1 + k) p.p. t ∈ I.

la démonstration de La Proposition est donc terminée.
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CHAPITRE 3

APPLICATION À UN PROBLÈME DE CONTRÔLE OPTIMAL

On se propose dans ce chapitre d’étudier une application au contrôle optimal. Cette étude

fait intervenir les mesures de Young et des contraintes sous forme d’inclusion différentielles

perturbées gouvernées par le sous-différentiel d’une fonction ψ(·, ·). Pour ce faire, on s’intéresse

à trouver la relation entre le problème de contrôle optimal suivant

inf
ζ(·)∈SΓ

∫ T

T0

J(t, uζ(t), ζ(t)) dt.

où uζ(·) est l’unique solution absolument continue du problème

(PO(ζ))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t), ζ(t)) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

et le problème de contrôle relaxé suivant

inf
µ∈SΣ

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt,

avec uµ(·) étant la solution absolument continue du problème

(PR(µ))


−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µtd(x) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

On peut trouver d’autres résultats liés au contrôle, voir [3], [4], [5], [7], [8], [10], [11], [12].
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3.1.Contrôle original et contrôle relaxé

3.1 Contrôle original et contrôle relaxé

Soit Γ : I ⇒ U une multi-application λ-mesurable à valeurs compactes non vides.

On considère la multi-application Σ(·) définie sur I par

Σ(t) := {P ∈M1
+(U) : P (Γ(t)) = 1}.

On note par SΓ (resp. SΣ) l’ensemble de toutes les sélections λ-mesurables (égalité presque

partout) de Γ (resp. Σ). L’ensemble SΣ est non vide. Il est évident que, SΓ ⊂ SΣ dans le sens

suivant, pour tout ζ ∈ SΓ, la mesure de Young µ où (µt = δζ(t))t∈I satisfait µ ∈ SΣ.

Proposition 3.1.1. Soit Γ : I ⇒ U une multi-application λ-mesurable dans les compacts non

vides de U. Alors, la multi-application Σ(·) définie sur I par

Σ(t) := {P ∈M1
+(U) : P (Γ(t)) = 1}

est mesurable à valeurs convexes compactes non vides deM1
+(U) et l’ensemble SΣ des sélections

λ-mesurables de Σ est non vide et est séquentiellement fermé dan Ydis(I, λ, U).

Les éléments de sΓ sont dits contrôles originaux et ceux de SΣ contrôles relaxés.

Soit f : I ×H × U → H une fonction vérifiant

i) pour tout t ∈ I, f(t, · , ·) est continue sur H × U ;

ii) pour tout (u, x) ∈ H × U , f(·, u, x) est λ-mesurable sur I ;

iii) pour tout η > 0, il existe une fonction non-négative γη(·) ∈ L2
R(I) telle que, pour tout

(t, x) ∈ I × U et pour tout u, v ∈ B[0, η],

‖f(t, u, x)− f(t, v, x)‖ ≤ γη(t)‖u− v‖;

iv) il existe une fonction non-négative β(·) ∈ L2
R(I) telle que, pour tout (t, u, x) ∈ I×H×U ,

on a

‖f(t, u, x)‖ ≤ β(t)(1 + ‖u‖).
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3.1.Contrôle original et contrôle relaxé

Supposons que ψ vérifie (H1) et (H2). Étant donné u0 ∈ dom ψ(T0, ·), ζ ∈ SΓ, et µ ∈ SΣ, on

considère les deux problèmes d’évolution suivants :

(PO(ζ))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t), ζ(t)) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

et

(PR(µ))


−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µtd(x) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

En vertu de la Remarque 2.1.2 1), la fonction

hµ(t, u) :=

∫
Γ(t)

f(t, u, x)µt(dx) =

∫
U

f(t, u, x)µt(dx)

est séparément λ-mesurable sur I. De plus, grâce aux hypothèses sur f et le fait que

µt(Γ(t)) = µt(U) = 1, on a

• pour tout η > 0, pour tout t ∈ I et pour tout u, v ∈ B[0, η],

‖hµ(t, u)− hµ(t, v)‖ ≤ γη(t)‖u− v‖;

• pour tout (t, u) ∈ I ×H, on a

‖hµ(t, u)‖ ≤ β(t)(1 + ‖u‖). (3.1.1)

Par conséquent, le Théorème 2.2.2 entraine que, pour tout ζ ∈ SΓ et pour tout µ ∈ SΣ, chacun

des problèmes (PO(ζ)) et (PR(µ)) possède une unique solution, que l’on note par uζ(·) et uµ(·)

respectivement. De plus, on a

{uζ(·) : ζ ∈ SΓ} ⊂ {uµ(·) : µ ∈ SΣ}.

Remarque 3.1.1. Une autre conclusion utile de la Proposition 2.2.2 assure que pour tout

µ ∈ SΣ et pour tout s, t ∈ [T0, T ],

‖uµ(t)− u0‖ ≤ [ξ(T )]
1
2 ,

où
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3.2.Résultat de relaxation

ξ(s) = b(s) + 2σ(s− T0)

∫ s

To

b(τ)β2(τ) exp(2σ

∫ s

τ

(θ − T0)β2(θ) dθ) dτ,

et pour tout t ∈ [T0, T ]

b(t) = (t− T0)[α0 + 2σ(1 + ‖u0‖)2

∫ t

T0

β2(θ) dθ].

En particulier, ceci révèle que

sup{‖uµ(t)‖ : t ∈ [T0, T ], µ ∈ SΣ} ≤ ‖u0‖+ [ξ(T )]
1
2 := ξT0, T .

Proposition 3.1.2. Résultat de densité de Castaing et Valadier dans une forme qui découle

directement de celui de Castaing, Salvadory et Thilbault (voir Proposition 3.2 [5]) Pour tout

µ ∈ SΣ, il existe une suite (ζn(·)) dans SΓ telle que la suite des mesures de Young associées

(µn), où, µnt := δζn(t) converge dans Y(I, λ, U) vers µ.

3.2 Résultat de relaxation

Le problème de contrôle optimal de type de Bolza à relaxer est le suivant :

inf
ζ(·)∈ST

∫ T

T0

J(t, uζ(t), ζ(t)) dt (P.O)

où uζ(·) est l’unique solution absolument continue de

(PO(ζ))

 −u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) + f(t, u(t), ζ(t)) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0

et la fonction du coût J : I ×H × U → R est un intégrande tel que pour tout t ∈ I,

J(t, ·, ·) et continue sur H × U , qui est bornée.

Le problème de contrôle relaxé est

inf
µ∈SΣ

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt (P.R)

avec uµ(·) étant la solution absolument continue de
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3.2.Résultat de relaxation

(PR(µ))


−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µt(dx) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

Remarque 3.2.1. 1) La fonction du coût J dans (P.O) et (P.R) prend des valeurs dans

[TmJ , +∞], où mJ := infJ .

2) En raison de l’hypothèse de bornitude sur J et l’inclusion

∅ 6= {uζ(·) : ζ ∈ SΓ} ⊂ {uµ(·) : µ ∈ SΣ},

il est vrai que

−∞ < inf(P.R) ≤ inf(P.O) ≤ +∞. (3.2.1)

3) En fait, dans le Lemme 2.1.3, on a seulement besoin que φ satisfasse

φ(t, hn(t), un)→ φ(t, h∞(t), u) .

pour tout t ∈ I et toute suite (un) convergeant vers u.

Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses en haut, supposons de plus que,

(H3) pour toute suite bornée (un(·)) dans (CH(I), ‖ · ‖∞) et pour toute suite (ζn(·)) dans SΓ, la

suite (J(·, un(·), ζn(·))) est uniformément intégrable dans L1
R(I).

Soit µ ∈ SΣ. Alors, la fonction t 7→
∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) appartient à L1
R(I). De plus, pour

toute suite (ζn(·)) dans SΓ telle que la suite des mesures de Young associées converge dans

Y(I, λ, U) vers µ, la suite (uζn(·)) converge uniformément dans CH(I) vers uµ(·) et

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt = lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt.

Remarque 3.2.1. 1) Sous l’hypothèse (H3), la fonction objective dans (P.O) est finie et

chacun de inf(P.O) et inf(P.R) est un nombre réel.

2) De même, en vertu de la Proposition 3.1.2, il n’est pas difficile de vérifier que la fonction

du coût dans (P.R) est finie sous l’hypothèse (H3).

On revient maintenant à la démonstration de la Proposition 3.2.1.

Démonstration. Fixons µ ∈ SΣ.
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3.2.Résultat de relaxation

A) D’abord, nous allons démontrer que, pour toute suite (ζn(·)) dans SΓ telle que la suite des

mesures de Young associées converge dans Y(I, λ, U) vers µ, la suite (uζn(·)) converge

uniformément dans CH(I) vers uµ(·).

Fixons une suite (ζn(·)) dans SΓ telle que la suite des mesures de Young associées (µn)

converge dans Y(I, λ, U) vers µ. Rappelons que, pour tout n, uµn(·) est l’unique solution

du problème perturbé


−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µnt (dx) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0

En vertu du Théorème 2.2.2 , en posant, pour tout (t, u) ∈ I ×H,

hn(t, u) =

∫
Γ(t)

f(t, u, x)µnt (dx),

on a, pour presque tout t ∈ I∫ T

T0

‖u̇µn(t)‖2dt ≤ α0 + σ

∫ T

T0

‖hn(t, uµn(t))‖2dt. (3.2.2)

De la Remarque 3.1.1, il résulte

‖hn(t, uµn(t))‖ ≤ β(t)(1 + ξT0, T ) p.p. t ∈ I.

Notons par uµ(·) l’unique solution du problème perturbé
−u̇(t) ∈ ∂ψ(t, u(t)) +

∫
Γ(t)

f(t, u(t), x)µt(dx) p.p. t ∈ I

u(T0) = u0.

(3.2.3)

On va montrer que (uµn(·)) converge uniformément dans CH(I) vers uµ(·), en démontrant

que toute sous-suite de (uµn(·)) possède une sous-suite convergeant uniformément dans

CH(I) vers uµ(·).

Fixons une sous-suite de (uµn(·)). Cette sous-suite sera encore notée (uµn(·)). Grâce

à (3.2.2), on peut encore extraire une autre sous-suite, et supposer que la sous-suite

correspondante (u̇µn(·)) converge faiblement dans L1
R(I) (puisqu’elle converge dans L2

R(I))

vers une fonction a(·) ∈ CH(I) ; il s’en suit que, pour tout t ∈ I,∫ t

T0

u̇µn(s) ds→
∫ t

T0

a(s) ds faiblement dans H.

Alors, définissons une fonction u(·) ∈ CH(I) par
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3.2.Résultat de relaxation

u(t) := u0 +

∫ t

T0

a(s) ds.

On a, pour tout t ∈ I

uµn(t)→ u(t) faiblement dans H.

Démontrons maintenant, que la sous-suite (uµn(·)) converge ponctuellement vers uµ(·).

De (2.2.4) et le Théorème 2.2.2 avec

h(t, u) =

∫
Γ(t)

f(t, u, x)µt(dx),

on a pour presque tout t ∈ I,∫ T

T0

‖u̇µ(t)‖2dt ≤ α0 + σ

∫ T

T0

‖h(t, uµ(t))‖2dt. (3.2.4)

En vertu de la Remarque 3.1.1, on a

‖h(t, uµ(t))‖ ≤ β(t)(1 + ξT0, T ) p.p. t ∈ I.

Par les définitions de uµn(·) et uµ(·), on a, pour presque tout t ∈ I et tout n

− u̇µn(t) ∈ ∂ψ(t, uµn(t)) + hn(t, uµn(t))

− u̇µ(t) ∈ ∂ψ(t, uµ(t)) + h(t, uµ(t))

uµn(T0) = uµ(T0) = u0 ∈ domψ(T0, ·).

La propriété de monotonicité du ∂ψ(t, ·) garantit que

〈−u̇µn(t) + u̇µ(t)− hn(t, uµn(t)) + h(t, uµ(t)), uµn(t)− uµ(t)〉 ≥ 0,

pour tout n et pour presque tout t ∈ I. D’où

〈u̇µn(t)− u̇µ(t), uµn(t)− uµ(t)〉 ≤ 〈−hn(t, uµn(t)) + h(t, uµ(t)), uµn(t)− uµ(t)〉

ceci équivaut à
1

2

d

dt
(‖uµn(t)− uµ(t)‖2) ≤ 〈hn(t, uµn(t))− h(t, uµ(t)), uµ(t)− uµn(t)〉.

Mais,

〈hn(t, uµn(t))− h(t, uµ(t)), uµ(t)− uµn(t)〉

= 〈hn(t, uµn(t))− hn(t, uµ(t)), uµ(t)− uµn(t)〉

+ 〈hn(t, uµ(t))− h(t, uµ(t)), uµ(t)− uµn(t)〉.

Notons que de (3.2.2), (3.2.4) et le fait que uµ(·), uµn(·) ∈ CH(I), il existe η > 0 tel que,

pour tout n et pour tout t ∈ I,
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3.2.Résultat de relaxation

uµn(t), uµ(t) ∈ B[0, η].

Les hypothèses sur f impliquent qu’il existe une fonction non-négative γη(·) ∈ L2
R(I)

telle que, pour tout t ∈ I, hn(t, ·) est γn(t)-lipschitzienne sur B[0, η].

Ainsi, on a, pour tout n et pour presque tout t ∈ I

d

dt
(‖uµn(t)− uµ(t)‖2) ≤ 2γη(t)‖uµn(t)− uµ(t)‖2 + 2ζn(t). (3.2.5)

où

ζn(t) := 〈hn(t, uµ(t))− h(t, uµ(t)), uµ(t)− uµn(t)〉. (3.2.6)

Notons que grâce à (3.1.1) et aux définitions de hn et h, pour tout n et pour tout t ∈ I,

|ζn(t)| ≤ 4η(1 + η)β(t), (3.2.7)

et par conséquent la suite (ζn(·)) est bornée dans L1
R(I).

Montrons que lim
n

∫ s

T0

ζn(t) dt = 0 pour tout s ∈ I. Par les définitions de hn et h, on a

∫ s

T0

ζn(t) dt =

∫ s

T0

∫
Γ(t)

〈f(t, uµ(t), x), uµ(t)− uµn(t)〉µnt (dx) dt

−
∫ s

T0

∫
Γ(t)

〈f(t, uµ(t), x), uµ(t)− uµn(t)〉µt(dx) dt.

Posons pour (t, u, x) ∈ I ×H × U ,

φ(t, u, x) := 〈f(t, uµ(t), x), uµ(t)− u〉1[T0, s](t).

Évidemment, pour tout t ∈ I, la fonction φ(t, ·, ·) est séquentiellement continue sur

Hw × U et, avec u∞(·) := u(·), pour tout (t, n, x) ∈ I × (N ∪ {∞})× U , on a

|φ(t, uµn(t), x)| ≤ 2η(1 + η)β(t). (3.2.8)

Comme pour tout n et pour tout t ∈ I, µnt et µt sont des mesures de probabilité satisfai-

sant µnt (Γ(t)) = µt(Γ(t)) = 1, on peut écrire∫ s

T0

ζn(t) dt =

∫ T

T0

∫
U

φ(t, uµn(t), x)µnt (dx) dt−
∫ T

T0

∫
U

φ(t, uµn(t), x)µt(dx) dt.

Considérons les mesures de Young θn, ρn, θ ∈ Y(I, λ, H × U) définies par

θnt := δuµn (t) ⊗ µnt , ρnt := δuµn (t) ⊗ µt et θt := δu(t) ⊗ µt, la dernière égalité équivaut à la

suivante
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3.2.Résultat de relaxation ∫ s

T0

ζn(t) dt =

∫
I×H×U

φ dθn −
∫
I×H×U

φ dρn.

Via le Lemme 2.1.3, on a

lim
n→∞

∫ s

T0

ζn(t) dt =

∫
I×H×U

φ dθ −
∫
I×H×U

φ dθ = 0.

D’où, en appliquant le Lemme 2.1.1 à l’inégalité (3.2.5), on conclut que la sous-suite

(uµn(·)) converge ponctuellement vers uµ(·).

Montrons que la convergence est actuellement uniforme. De retour à (3.2.5) et (3.2.6),

on a, pour presque tout t ∈ I.
d

dt
(‖uµn(t)− uµ(t)‖2) ≤ 2γη(t)‖uµn(t)− uµ(t)‖2 + 2|ζn(t)|.

et

|ζn(t)| ≤ (‖hn(t, uµ(t))‖+ ‖h(t, uµ(t))‖)‖uµ(t)− uµn(t)‖

≤ 2(1 + η)β(t)‖uµ(t)− uµn(t)‖.

Comme la sous-suite (uµn(·)) converge ponctuellement vers uµ(·) sur I, il s’en suit que

ζn(t) → 0 pour presque tout t ∈ I. Ceci avec (3.2.7) entraîne, via le Théorème de la

convergence dominée

lim
n→∞

∫ s

T0

|ζn(t)| dt = 0.

Il s’en suit du Lemme 2.1.2 que, la sous-suite (uµn(·)) converge uniformément vers uµ(·)

dans CH(I).

B) Maintenant, nous allons montrer que la fonction

t 7→
∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx)

est λ-intégrable et

lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt.

Considérons pour tout n, la mesure de Young θn ∈ Y(I, λ, H × U) définie par

θnt := δuζn (t) ⊗ δζn(t).

Comme, pour tout t ∈ I. on a µnt := δζn(t) et alors uµn(t) = uζn(t), par la Proposition

2.1.1, la suite (θn) converge dans Y(I, λ, H × U) vers la mesure de Young θ définie par

θt := δuµ(t) ⊗ µt.

Pour tout n, soit vn(·) := I → H × U la fonction définie par vn(t) = (uζn(t), ζn(t)).

On a θnt := δvn(t) pour tout t ∈ I. Comme, par hypothèse, la suite (J(·, vn(·))) est

uniformément intégrable, via la Proposition 2.1.2, on obtient que J est θ-intégrable et
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3.2.Résultat de relaxation

lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt =

∫
I×H×U

J dθ.

En vertu de la Remarque 2.1.2 1) , la fonction

t 7→
∫
H×U

J(t, u, x)δuµ(t) ⊗ µt(d(u, x)) =

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx)

est λ-intégrable et ∫
I×H×U

J dθ =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt.

Par conséquent

lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt.

Ceci achève la démonstration de la Proposition.

Remarque 3.2.2. En effet, nous avons démontré que, pour µn, µ ∈ SΣ (n ≥ 1), si la suite

(µn) converge dans Y(I, λ, U) vers µ alors (uµn(·)) converge uniformément vers uµ(·) dans

CH(I).

Démontrons maintenant le résultat le plus important de cette section, concernant les deux

problèmes de contrôle suivants:

inf
ζ(·)∈SΓ

∫ T

T0

J(t, uζ(t), ζ(t)) dt (P.O)

et

inf
µ∈SΣ

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt. (P.R)

Théorème 3.2.3. Sous les hypothèses de la Proposition 3.2.1, le problème de contrôle (P.R)

admet une solution optimale. De plus, on a

min(P.R) = inf(P.O).

Démonstration. De la Proposition 3.2.1, l’égalité inf(P.R) = inf(P.O) est vraie.

En effet, pour tout µ ∈ SΣ, du résultat de densité de Castaing et Valadier (Proposition 3.1.2),

il existe une suite ζn(·) ∈ SΓ telle que les mesures de Young associées converge dans Y(I, λ, U)

vers µ, et la Proposition 3.2.1 assure que

lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt.
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3.2.Résultat de relaxation

Comme il est évident que, pour tout n∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt ≥ inf(P.O),

on a ∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt ≥ inf(P.O),

et d’où

inf(P.R) ≥ inf(P.O).

L’inégalité inverse (3.2.1) étant toujours vraie implique que

inf(P.R) = inf(P.O). (3.2.9)

Reste à démontrer que inf(P.R) est un minimum.

Pour cela, soit (ζn(·)) une suite minimisante de (P.O), i.e., ζn(·) ∈ SΓ pour tout n et

inf(P.O) = lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt. (3.2.10)

pour tout n, on définit µn : I →M1
+(U) par µnt := δζn(t).

Il est clair que µn ∈ SΣ. Ainsi, de la Proposition 2.1.3 et la Proposition 3.1.1, on peut extraire

une sous-suite µn que l’on suppose convergente dans Ydis(I, λ, U) vers µ ∈ SΣ. Il s’en suit de

la Proposition 3.2.1 que la suite (uζn(·)) converge uniformément vers l’unique solution uµ(·) du

problème (PR(µ)) et

lim
n

∫ T

T0

J(t, uζn(t), ζn(t)) dt =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) dt.

D’où, tenant compte de (3.2.10), on a

inf(P.O) =

∫ T

T0

∫
U

J(t, uµ(t), x)µt(dx) d(t). (3.2.11)

Maintenant, l’égalité (3.2.9) révèle que µ est actuellement un contrôle optimal relaxé, i.e.,

inf(P.O) = min(P.R)

Ce qui achève la démonstration du Théorème.
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CONCLUSION

La théorie des mesures de Young est très riche en applications, surtout au contrôle optimal.

Dans ce mémoire, on a étudié, via le Théorème d’existence et d’unicité (Théorème 2.2.2),

la relaxation de problèmes de contrôle optimal, faisant intervenir des mesures de Young, et

soumis à des contraintes sous forme d’inclusions différentielles perturbées gouvernées par le

sous-différentiel d’une fonction ψ convexe satisfaisant des hypothèses appropriées (voir [14]).

De similaires problèmes de relaxation avec les mesures de Young, ont été étudiés dans le cas

de dimension finie, voir [4] pour des équations différentielles ordinaires correspondant au cas

ψ ≡ 0.

Des nombreux résultats liés au contrôle optimal ont été obtenus. Pour plus de détails, on réfère

le lecteur à [3], [5], [7], [8], [9], [12].
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