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Introduction générale

La théorie des inéquations variationnelles a débuté avec les problémes de minimisation
de fonctionnelles. L’étude systématique de cette théorie remonte aux travaux de G. Fichera
et son analyse du probléme de Signorini en 1964. Cette théorie a connu de nombreux déve-
loppements, d’abord avec les travaux de G. Stampacchia et P. Hartmann en 1966 et ensuite
avec la contribution en 1967 de . Stampacchia et J.L. Lions. Ces derniers ont utilisés
les inéquations variationnelles pour I'’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques
et paraboliques, associées a des formes bilinéaires coercives, dans le but d’appliquer leurs

résultats aux problémes de la théorie de I’élasticité, de la plasticité et de la mécanique.

Les domaines d’applications des inéquations variationnelles sont nombreux, citons la
variété de divers domaines des sciences pures et appliquées (la physique, la chimie, 1’écono-
mie, la finance etc...). Il n’est pas étonnant que cette théorie ait conduit & de nombreuses
contributions depuis les années soixante. Mais dans ces derniéres années, les inéquations
variationnelles ont été généralisées et prolongées dans plusieurs directions en utilisant des
nouvelles techniques. Elle a été mis en place et considéré comme une nouvelle classe des in-
équations variationnelles qui s’appelle en général inéquation quasi-variationnelle. La théorie
des inéquations quasi-variationnelles (ou 1.Q.V), introduite par A. Bensoussan et J-L. Lions
[6] et Tartar [29], est apparue récemment comme un outil particuliérement puissant pour la

résolution de problémes apparaissant en économie et en physique.

Cette théorie a démontrée que les inégalités variationnelles et quasi-variationnelles four-
nissent un cadre simple, unifié et efficace pour un traitement général d'une large classe de

problémes numériques et de problémes aux limites de valeurs linéaires et non linéaires.

L’étude mathématique d’inéquations variationnelles et quasi-variationnelles nécessite 1’exis-
tence des espaces fonctionnels importants qui s’appellent espaces de Sobolev. Ces espaces
dont les puissances et les dérivées au sens faible sont intégrables. Tout comme les espaces de
Lebesgue, ils sont complets ce qui est un avantage considérable pour I’étude des solutions

des équations aux dérivées partielles et la résolution des problémes mécanique.
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Les espaces de Sobolev sont des structures mathématiques trés intéressantes pour ré-
soudre les formulations variationnelles des EDP. En Physique, ces espaces de Sobolev s’in-

terprétent comme des fonctions d’énergie.

La mécanique et les mathématiques ont été des partenaires complémentaires depuis le
temps de Newton, et 1'histoire de la science montre beaucoup de preuve de I'influence béné-
fique de ces disciplines les unes sur les autres. Dans la plupart des systémes de la mécanique
des structures, il existe des situations dans lesquelles un corps déformable est en contact
avec d’autres corps, cette caractérisation de ce contact peut jouer un role fondamental dans
le comportement de la structure; sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts,

etc...

En dépit du role fondamental du contact dans les mécanismes des solides et des structures,
les efforts de contacts sont rarement pris en considération dans I’analyse des structures. La
raison est que modéliser des phénoménes de contact pose de sérieuses difficultés conceptuelles
mathématiques et informatiques qui sont bien plus complexes que celles qui proviennent de

la mécanique des structures linéaire classique.

Le contact entre les matériaux est un phénoméne trés fréquent et important dans notre
vie quotidienne et il a attiré l'attention de 1’étre humain depuis les anciens temps, c’est
pourquoi les scientifiques ont essayé de 1'étudier et le modéliser. La connaissance et la mai-
trise de ce phénoméne conférent aux scientifiques et aux industriels la possibilité d’élaborer
des matériaux aux propriétés et aux performances voulues. A cause de 'importance de ces

phénomeénes, les études consacrées a ce vaste sujet qu’est la mécanique de contact.

Les humains se sont intéressés aux problémes de contact entre deux corps, ou les pro-
blémes de contact sont posés avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre un
corps et une fondation rigide, qui ont trouvée dans la vie de tous les jours, et surtout les
phénoménes de frottement interviennent dans de nombreuses applications quotidiennes et
industrielles; la marche, une roue qui roule, une chaine de vélo, sont autant d’exemples d’ap-
plications ot I’on retrouve du frottement soit utile soit parasite. Le frottement est utile a la

marche mais parasite dans le cas des roulements.

L’objet de la théorie d’élasticité classique est I’é¢tude des déformations des matériaux
solides élastiques sous l'effet de forces extérieures, ces forces peuvent déplacer ou déformer le
corps des solides. L’élasticité est une propriété physique d’'un corps reprend sa forme initiale
aprés la suppression des contraintes extérieures. En 1933, A. Signorini pose le probléme
général de I’équilibre d’un corps élastique en contact sans frottement sur une fondation rigide.
Les conditions de contact ont été formulées par lui méme [26] en 1959. Il s’ensuite le travail

de Fichera [16] en 1964 ou le probléme de Signorini a été résolu en utilisant des arguments des
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inéquations variationnelles de type elliptique. Fichera donne la preuve de I'existence d’une
solution faible. Duvaut et Lions [14]| présentent la formulation variationnelle de plusieurs

problémes de contact accompagnée des résultats d’existence et d’unicité.

La théorie d’élasticité décrit une relation d’équilibre entre deux forces fy = fo, fo est une
force provoquée par la déformation de la matiére et fo une force provoquée par I'exertion
de force a la surface de 'objet. Les quantités fy et fo sont des densités de force locale a un

point de la matiére, ces forces sont des tenseurs.

Avant 'application de forces a un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les
corps se touchent est inconnue. Les conditions de frontiére sur cette surface inconnue fait
intervenir des efforts et des déplacements inconnus. En conséquence, les modéles mathé-
matiques de contact impliquent des systémes d’inégalités ou d’équations linéaires et non
linéaires. D’ailleurs, quand le frottement est présent, la description du mouvement des corps
en contact devient extrémement complexe. Néanmoins, il y a des formulations spécifiques
de certaines classes de problémes de contact dans lesquelles ces difficultés classiques sont

réduites au minimum et qui fournissent la base pour une méthode d’analyse mathématique.

Dans ce travail, on s’intéresse aux problémes de contact dans le cas de petites défor-
mations d'un corps élastique frottant avec glissement sur une fondation rigide plane, et
nous consacrons notre étude sur l'existence et 'unicité de solution des inéquations quasi-

variationnelle.
Ce travail se compose d’une introduction, conclusion et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle des outils mathématiques qui seront utilisés dans
les autres chapitres. La plupart des résultats sont indiqués sans preuves, car ils sont standard
et peuvent étre trouvés dans de nombreuses références. On s’intéresse aux petits rappels et
quelques notions et résultats classiques d’analyse fonctionnelle. Nous commencons par une
revue des définitions et des propriétés des espaces linéaires normalisés et des espaces de
Banach, compris les résultat sur la dualité, la convergence faible et les formes bilinéaires
continues. Nous rappelons ensuite certaines propriétés des espaces de Hilbert. Enfin nous

décrivons aussi des définition sur la convexité et semi continuité inférieure.

Le deuxiéme chapitre présente la théorie des inéquations variationnelles et quasi-variationnelles.
Il sera divisé en deux parties principales, la premiére sera consacrée au version du théoréme
de point fixe de Banach et la seconde partie sera formalisée par I’étude d’inéquations varia-
tionnelles et quasi-variationnelles linéaires coercives, notre probléme est lié a la convexité et
la semi continuité inférieure de la fonctionnelle d’énergie associée et la nature de la forme

bilinéaire qui gouverne 'inéquation quasi-variationnelle.
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Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons aux problémes de contact avec frottement
et contient deux partie remarquable. Nous passons en revue quelques résultats concernant
les espaces fonctionnels (espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev, espace de distributions...).
Puis nous proposons une contribution a I’étude de quelques problémes aux limites en méca-
nique de contact et nous considérons la loi de comportement linéaires pour des matériaux
élastiques dans le processus statique. Pour la résolution de notre probléme a étudier, nous
commencons par décrire le probléme mécanique de départ et la loi de comportement de
glissement, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique, aprés avoir précisé
les hypothéses sur les données. Ensuite, nous présentons une formulation variationnelle du
probléme meécanique pour laquelle nous démontrons 'existence et I'unicité de la solution

faible du probléme traité.



Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de notre travail.

K
E

I 1|z
e.v.n

(B0 Ne)
L(E, F)
L(E,F)

L(E)
E/

< ZExE

E//

b-p

Oé:(Oél,"' 70477/)

Da
C(Q)

cm™(Q)
Supp f

D(Q)
D'(Q)
1;1

H*(Q
HA(O

10c(£2)
()

~— ~—

Corps commutatif (R ou C).

Espace vectoriel sur K.

Norme sur E.

Espace vectoriel normé.

Espace normé sur E.

Espace des applications linéaires de E dans F'.

Espace des applications linéaires continues de F dans F.
Espace des applications linéaires continues de £ dans lui-méme.
Espace dual de E.

Produit de dualité entre E et E'.

Espace bidual de F.

Convergence forte.

Convergence faible.

Semi continuité inférieure.

Ouvert non vide de R™.

Adhérence de €.

Espaces de Lebesgue ou de classes des fonctions dont la puissance
d’exposant p est intégrable au sens de Lebesgue, ot 1 < p < oc.
Presque partout.

Multi-indice avec a; € N pour tout + =1, ..., n.

Opérateur différentiable d’ordre a.

Espace des fonctions continues sur 2.

Espace des fonction m fois continiiment différentiables sur €2.
Support d’une fonction f.

Espace des fonctions infiniment différentiables & support compact sur €.
Espace des distribution sur €2.

Espace des fonctions localement intégrables sur €.

Espace de Sobolev de deux paramétres k et p sur 2.

Espace de Sobolev avec p = 2.

Adhérence de D(Q) dans H' ().
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B($07 T)
Y

Rd

Sd

0,77

mes(T'¢)
o(u)

e(u)

div

Boule ouverte de centre xy et de rayon r.

Opérateur de trace.

Espace Euclidien de dimension d, avec d = 2, 3.

Espace des tenseurs symétriques de second ordre dans R,
Intervalle de temps, avec T' > 0.

Champ de déplacements.

Frontiére du domaine ), et ' =TcUT'p UT'y.

Mesure de Lebesgue de T'¢.

Tenseur des contraintes.

Tenseur des déformations.

Tenseur d’élasticité.

Opérateur de divergence.

Opérateur d’identité de R,

Vecteur unitaire normal.

Force volumique.

Force surfacique.

Delta de Kronecker.

Dérivée normale.

Composantes normale et tangentielle du vecteur de déplacement wu.
Composantes normale et tangentielle du vecteur de contrainte o.
Gradient de u.

Produit scalaire entre u et v dans I'espace RY.



Chapitre 1
Notions et définitions préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques outils de bases et certains résultats clas-
siques d” analyse fonctionnelle. On s’intéresse a une introduction a I’étude des espaces vec-
toriels normés et des applications linéaires continues entre de tels espaces et de consacrer a
I’étude des espaces de Banach qui sont les espaces vectoriels normés complets pour la dis-
tance associée a la norme. Ce chapitre constitue aussi la notion de dualité qui est la base
de la théorie des distributions et la procédure dite d’identification du dual d’'un espace de
Banach a un autre espace de Banach ainsi qu'une notion affaiblie de la convergence qui est

définie dans le cadre du dual d’un espace de Banach, la convergence dite faible.

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre tous les espaces vectoriels considérés seront sur K (le corps R des
nombres réels ou le corps C des nombres complexes) et \ désigne le nombre complexe conju-
gué de A € C.

Définition 1.1.1. (Semi-norme et norme)
Soit E un espace vectoriel sur K, on dit qu’une application |||, de E dans R est une semi-

norme sur E si les conditions suivantes sont satisfaites:
1. Pour tout A € K, || \z||z = |\|||z]| 5 (homogénéité).
2. Pour tout v,y € E, ||z +yllp < ||zl + llyllz (inégalité triangulaire).

L’homogénéité implique que ||0]|g = 0, et linégalité triangulaire implique que ||x||g > 0. On

appelle norme toute semi-norme vérifiant de plus:

3. |zl =0= 2 = 0g (condition de séparation).

Définition 1.1.2. (Espace vectoriel normé)

On appelle espace vectoriel normé (e.v.n) tout espace vectoriel sur K muni d’une norme.
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Exemples 1.1.1.
a) E=K", n>1. Pour x = (x1,...,x,) € E, on définit

2
llly =l =+ ol lzlly, = \/(wl) ot (@n)? o]l = sup(lzal, - f2nl).

L’espace vectoriel E muni de ['une de ces trois normes est un e.v.n.

b) On pose E = C([a,b],K) étant 'espace des fonctions continues sur l'intervalle [a, b]

et a valeurs dans K. Pour tout f € E, on définit

N[

b b
||f||1=/|f($)|dﬂf, 1flly = /If(fﬂ)lZdw o Ml = sup [f(2)].

z€[a,b]

L’espace vectoriel E muni d’une norme ||.||{, |||, o@ ||.||,, est un e.v.n, donc on peut

avoir plusieurs normes sur le méme espace.

Définition 1.1.3. (Distance associée & une norme)
Soit (E,||.||g) un espace normé. On définit une distance entre deuzx éléments v et y de E,

par
d(z,y) = llz = yllp.
Cette distance est appelée distance associée a une norme ct tout e.v.n est un espace

métrique.

Définition 1.1.4. (Normes équivalentes)
Deuz normes ||.||1 et ||.||2 définies sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes s’il

existe des constantes ¢y > 0, co > 0 telles que
Ve € B, allz), <zl < el

Remarques 1.1.1.

1. Deuzx normes équivalentes définissent deux métriques équivalentes et donc des topolo-

gies identiques sur E (qui ne dépend pas de la norme).

2. Sur tout espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Si

on prend E =R", on a

Il < llzlly < nllzlle, 2l < llzlly < Valllle, 2l < 2l < Vallzll,.

Par contre dans un espace de dimension infinie. St on prend un contre exemple :
Les deux normes |||, et ||.||., qui sont définies sur £ = C([0,1],R) ( voir l’exzemple

précédent) ne sont pas équivalentes; on a la premiére inégalité

LA < 11l
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Mais on n’a pas d’inégalité dans 'autre sens. En effet

On consideére la suie (f,),~, d’élément de E définie par:

—n*r+n si xel0, 1]

fulx) =
0 si x €[ 1].
On a
! 1
Il = sup [ fule)l =n et Ifuli= [ |fulw)ldz = 3
z€[0,1] 0
o Il
T =20 — +400.
[l 2o

Donc il n’existe pas c tel que || f,| < c|| fll;, pour tout n € N. Donc les normes ||.||,

et ||.||l, ne sont pas équivalentes.

1.2 Convergence et continuité dans un espace vectoriel

normeé

Dans cette partie, on utilise la notion d’une norme pour définir la notion de convergence

des suites dans un espace vectoriel FE.

1.2.1 Suites et convergence dans un espace vectoriel normé

Définition 1.2.1. (Suites convergentes)

On dit qu’une suite (x,)nen des vecteurs d’espace vectoriel normé (E,||.|g) converge for-
tement vers un vecteur x € E si et seulement si la propriété suivante est vérifice

la suite réelle de terme général ||z, — z||p tend vers O quand n tend vers l'infini.

Autrement dit,
Ve >0, dIngeN, YneN, n>ny= |z, —z|g <e.

Si ce n’est pas le cas, on dit que la suite diverge.
Si la suite (x,)nen converge vers x, on dira que © est une limite forte de la suite (x,)nen €t
on notera

r= lim«x, ou z, — x dans FE.
n—o0

10
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La notion de la convergence dans un e.v.n est liée au choix de la norme sur cet espace.
Le théoréme suivant montre qu’il est possible de généraliser la notion de la convergence de

suite dans un e.v.n, dans le cas ou I'on choisit deux normes équivalentes sur cet espace.

Théoréme 1.2.1.
Soit E un espace vectoriel ||.||1 et ||.||2 deux normes sur E.
.11 et ||| sont équivalentes si et seulement si toute suite convergeant vers O pour une

norme converge vers Og pour [’autre norme.

Définition 1.2.2. (Suites extraites)
On appelle suite extraite (ou sous-suite) d’une suite (x,)nen d’éléments d’un espace vectoriel
normé (E,||.||g) toute suite de la forme (Tym))nen, 0% @ est une application strictement

croissante de N dans N (en particulier 1ir+n o(n) = +o00).
n—-+0o0

Remarque 1.2.1. ( Caractérisation des suites convergentes)
Une suite est dite convergente si et seulement si toutes les suites extraites de cette suite

convergent et ont la méme limite.

Définition 1.2.3. (Suites de Cauchy)
Une suite (Ty)nen dans un e.v.n (E,||.||g) est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe

un rang no 4 partir du quel on a ||x, — x,||p < €, ce qui s’écrit

Ve >0, dngeN, YVnmeN, m,n>ny= |z, —z.l|g <e,
ou encore

Ve >0, 3ng €N, V(n,p) €EN? Vn>ng, = ||Tpp — Tulle <&

Remarques 1.2.2.

1. Toute suite convergente est de Cauchy.
En dimension infinie, la réciproque est fausse. Mais, dans un espace vectoriel normé

de dimension finie sur R ou C, une suite converge si et seulement si elle est de Cauchy.
2. Si deux normes ||.||1 et ||.||2 sont équivalentes sur E, alors toute suite de Cauchy pour

||l.|l1 est également une suite de Cauchy pour ||.|2-

Définition 1.2.4. (Suites bornées)
Soient (E,|.||g) un e.v.n. On dit qu’une suite (x,)nen de E est bornée, s’il existe ¢ > 0 tel
que

lznlle < ¢, VneN.

Autrement dit, une suite (x,)nen de E est bornée si 'ensemble {||z,||g, n € N} est borné.

11
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Remarques 1.2.3.
1. Toute suite convergente est bornée.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.

3. De toute suite bornée de E on peut extraire une suite convergente (voir le théoréme
de Bolzano- Weierstrass [11]).

1.2.2 Espaces Complets

Définition 1.2.5. (Espace Vectoriel Normé complet)
Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé. On dit que E est complet si toute suite de Cauchy

de E converge vers un élément de cet espace.

Définition 1.2.6. (Espace de Banach)
Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé. On dit que (E,||.|g) est un espace de Banach si
et seulement si lespace métrique (E,d) ot d est la distance associée a la norme ||.||g (i.e.

d(xz,y) = ||lxr — y||g) est un espace complet.

Exemples 1.2.1.
1. (R,|.|) est un espace de Banach.
2. (R™ |I.ll0), (R™[|.]]2), (R™ ||.||ec) sont des espaces de Banach.

3. L’espace des fonctions C([0,1]) muni de la norme ||.||o est un espace de Banach mais

cet espace muni de la norme ||.|1 n’est pas complet donc n’est pas de Banach.

1.2.3 Limite et continuité dans un espace vectoriel normé

Définition 1.2.7.
Soient (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés et f une application de E dans

F. Soit xg € E, on dit que f a une limite { quand x tend vers xq, Si
Ve>0, 30>0, Ve € E:|x—wllpg <0 = ||f(z) —{||r <e.

On écrira alors lim f(z) =/ ou f(z) — £.

T—T0 T—T0
el z€EFE

Cette notion de limite reste inchangée si ’on utilise des normes équivalentes.

12
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Définition 1.2.8. (Continuité d’une application dans un e.v.n)

Soient (E,||.||g) et (F,||.||F) deux espaces vectoriels normés et f une application de E dans

F.

1. [ est continue en xy € E si et seulement si
Ve>0, 30>0:|x—xo|lp <0=||f(x)— f(zo)||Fr <e.

On écrit lim f(z) = f(xg).

2. On dit que f est continue sur E si et seulement si f est continue en tout point de E.

Maintenant, on donne une caractérisation séquentielle de la continuité.

Proposition 1.2.1.
Une fonction f: (E,||.|g) — (F,|.||r) est continue en un point xo € E si et seulement si,
pour toute suite (x,)nen d’éléments d’espace E convergeant vers xg € F, la suite (f(x,))nen

converge vers f(xg) dans F.

1.2.4 Applications Lipschitziennes et uniforme continuité

Définition 1.2.9. (Applications lipschitziennes)
Soient (E, ||.||g) et (F,||.||r) deuz espaces vectoriels normés et f une application de E dans
F.

Soit k €]0, +o0[, f est dite k-lipschitzienne (lipschitzienne de rapport k) sur E, si

I f(z) = fWlr < Kkllz —yllg, Vo,y € E.

Autrement dit, [ est dite lipschitzienne sur E s’il existe k > 0 telle que [ soit k-lipschitzienne
sur E.

f est dite contractante sur E s’il existe k €]0, 1] telle que f soit lipschitzienne sur E.

Exemple 1.2.2.
Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé. Alors, ||.|g est une application 1-lipschitzienne.

En effet, on a toujours

2z = lylle] < llz = ylle, o,y € E.

Conséquence immédiate: une application lipschitzienne est continue mais la réci-

proque est fausse.

Définition 1.2.10. (Continuité uniforme)
Soient (E, ||.|g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés et f une application de E dans

F. On dit que Uapplication f est uniformément continue sur E si et seulement si

Ve >0, In>0:V(z,y) € B [lz —ylle <n=[If(x) - fW)llr <e.

13
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Remarques 1.2.4.
1. La continuité uniforme est une propriété plus forte que la continuité usuelle.
2. 1l est clair qu’une application uniformément continue est nécessairement continue.

En effet, si l'on souhaite démontrer la continuité de f en xo € FE, il suffit
de poser y = xo pour retrouver la définition de la continuité a partir de la

définition précédente de l'uniforme continuité.
La réciproque de cette propriété n’est pas toujours vrais que dans certains cas.

3. Si f est une application k-Lipschitzienne, alors f est uniformément continue.

En effet, il suffit de choisirn = ¢ pour retrovver la définition de l'uniforme continuité.

1.3 Dualité

1.3.1 Applications linéaires continues

Dans cette partie, nous intéressons a 'espace des applications (opérateurs) linéaires conti-
nues. Nous allons chercher a normée cet espace, puis a le caractériser. Dans toute cette partie,

(E,||.llg) et (F,].]|r) désignent deux espaces vectoriels normés sur un corps K.

Définition 1.3.1. (Linéarité d’une application)

Soient Eet F' deux espaces vectoriels. Une application T de E dans F' est dite linéaire si
1. V(z,y) € E; T(x+y)=T(x)+T(y),
2. Vx € B, Va e K, T'(ax) = oT ().

Ces deux assertions peuvent étre réunies en une seule
V(z,y), Va,8 € K€ E? T(ax+ fy) = aT(x)+ BT(y).

Notation 1.3.1.
On note L(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F' et L(E) 'ensemble des

applications linéaires de E dans lui méme.

Remarque 1.3.1.
Si L(E, F) est un espace vectoriel sur K et T' est linéaire, alors T(0g) = Op ( prendre o = 0).

Proposition 1.3.1. /23]
Soit T: E — F une application linéaire entre deur espaces vectoriels normés. Alors T est

continue si et seulement si

IM >0, Vre B, |T()|r < M|z|s.

14
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Notation 1.3.2.
On note L(E, F) l'ensemble des applications linéaires continues de E dans F et L(E) ’en-

semble des applications linéaires continues de E dans lui méme.

Théoréme 1.3.1. [21][25]
Soit T: E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés. Alors les

hypotheses suivantes sont équivalentes
1. T est continue en 0,
2. T est uniformément continue sur F,
3. T est bornée; il existe M > 0 tel que pour tout x € E, ||T(x)||r < M||x| .

4. T est lipschitzienne.

Le théoréme suivant est une caractérisation de l'espace L(FE, F') en dimension finie.

Théoréme 1.3.2. [9/[11]
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, avec E de dimension finie. Alors L(E, F) =

L(E,F). Autrement dit, toute application linéaire dans E de dimension finie est continue.

Théoréme 1.3.3. (Norme d’une application linéaire continue)/25/
1. L(E,F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

2. L’application définie pour tout L(E, F') par l'une quelconque des formules suivantes

T(x
ITlewm = swp IT@Ir = swp @I g 7@,
v€B(0p1) ser\fos} ITllE  2esom)
=inf{c >0, ||T(x)||r < c||z||g, Vz € E},

est une norme sur L(E, F).

Théoréme 1.3.4. [11]

Si E est un e.v.n et F' un espace de Banach, alors L(E, F) est un espace de Banach.

Définition 1.3.2. (Convergence dans L(E, F))
Soit (T5,) ey une suite d’élément de L(E, F).

i. On dit que T,, converge fortement vers T € L(E,F), si
| T — T ze,ry — 0, quand n — +oo.

. On dit que (T,),,cy converge ponctuellement (simplement) vers T, si pour tout x € E

|| T (z) = T(x)||F, quand n — +o0.

15



1.8. Dualité 16

1.3.2 Espace dual

Dans cette partie, on étudie un cas particulier important des applications linéaires conti-

nues entre les espaces vectoriels normés est celui ou 'espace d’arrivée est F' = K.

Définition 1.3.3. (Dual d’un espace vectoriel normé)
On appelle dual topologique (ou simplement dual) d’un espace vectoriel normé (E,||.||g),

Pespace de Banach E' = L(E,K) des formes linéaires continues sur E. On le munit de la

norime
il sup LEbL e
9
|zl 570 ]| &
x€EE

ot | € E' et son action sur un élément x € E est notée a l'aide du crochet de dualité

< -, - >pxg de sorte que
e
< l,il? >E/><E:efl(l').

Remarque 1.3.2.
Par la définition de la norme sur E', on a

’<l,$>E/><E‘§WHE/H$|’E, VZEE/, Ve € E.

Définition 1.3.4. (Bidualité)

Soient E un espace vectoriel normé et E' son dual. On appelle bidual de E 1’ espace vectoriel
dual de E', et on le note E".

Soit v € E fixé. L’application J, de E' dans K définie par

[ —> Jx(l) =< l,l’ >EpIxE= l(l‘),
est une forme linéaire continue sur E' donc un élément de E' on écrit J, € E”.

Remarque 1.3.3.
Le bidual E" de E est un espace de Banach.

Définition 1.3.5. (Réflexivité)

Un espace vectoriel normé E est dit réflexif, si J.: E — E" est une bijection.

Proposition 1.3.2. [9/[11]
Soit EE un espace de Banach. L’injection canonique de application linéaire continue J :

E — E", qui a x € E associe 'application
J. ' — K
I = J.()=1(x)

et on muni E" de la norme

| < J(2),l >prxp |

1J(@)llpr = sup ;
leE'—{0g} || HE’

16



1.8. Dualité 17

tel que
< J(ZE),Z >Sprxp =< l,CL’ >EpxE= l(x), Vo € E, Vil e E/,
est une isométrie (i.e, ||J(z)||gr=|z||g, Yr € E). Lorsque de plus J est surjective, on dit

que E est un espace de Banach réflexif.

Remarque 1.3.4.
Sl existe une isométrie linéaire surjectif J: E — E" on dit que E s’identifie ¢ E" el on
note £ ~ E".
Proposition 1.3.3. [11/
1. Tout espace normé réflexif est de Banach, puisque E est isomorphe a E”.
2. Tout e.v.n de dimension finie est réflexif.
3. Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si E' est réflexif.

4. Tout espace réflexif est complet.

1.3.3 Convergence faible

Définition 1.3.6. (Convergence faible)
Soit (x,)nen une suite de lespace vectoriel normé (E, ||.|g). On dit que x, converge faible-

ment dans E, s’il existe un élément x € E tel que

Vie E', <l,x, >—<l,z>, quandn — +oo.

On écrit alors x,, ? x, dans ce cas x est appelée limite faible de (x,)nen.

Remarques 1.3.5.

1. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les notions de la convergence forte

et faible coincident.

2. Grice a la continuité des formes | € E', la convergence en norme (appelée aussi
convergence forte) entraine la convergence faible. i.e, si x, — x, alors x, — x et
E E

[znlle — [l 2

Proposition 1.3.4. [11]/[23]

Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé.
. La limite faible d’une suite (si elle existe) est unique.

.S, - alors x,, — T, pour tout sous-suite (Tn, )ken de (Tn)nen-

1
2
. ) n tYn — ) l n [ .
3. Six T et Yy >y, alorsz +y Ex-i—y
4. Sixn;x et A, — X dans R, alors)\nxn;)\x.
d

. St xy, — x, alors {||z,]|g, n € N} est borné et ||z||p < lim inf||z,|g.
E n—+00

17



1.4. Formes bilinéaires continues 18

Théoréme 1.3.5. (Eberlien Smulyan)/27/
Soit (T )nen une suite bornée d’un espace de Banach E. Alors on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente.

Maintenant, on introduit a la notion de la convergence faible* dans un espace dual.

Définition 1.3.7. (Convergence faible*)
Soient (E,|.||g) un espace vectoriel normé et (E',||.||z) son dual. Une suite (1,)nen des

éléments de E' converge faiblement® vers | € F', si
Vee E, <l,,x >—<Il,x > quand n — 4o00.

Dans ce cas, | est appelée limite faible* de (1,,)nen et on écrit 1, 5 l.

Proposition 1.3.5. [11]

Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé.
1. La limite faible* d’une suite d’élément de E si elle existe elle est unique.

2. Six, —xetl, - [, alors
E E
<lp,Tp >pxp—< 1, >pxE.

3. La convergence faible dans E' implique la convergence faible* dans E' i.e., si h, — h

dans E' alors h,, § h dans E"

4. La convergence forte dans E' implique la convergence faible* dans F'.

5. 8Si E est de dimension finie, les notions de la convergence forte, faible et faible*

coincident sur I

1.4 Formes bilinéaires continues

Dans ce qui suit, £ et F' sont des espaces vectoriels sur un corps K = R.

Définition 1.4.1. (Forme bilinéaire)

Une forme bilinéaire sur E x I est une application a(-,-): E x F — K, telle que

1. Pour tout x € E fizé, Uapplication a(z,.): F' — K est linéaire, ¢’est-d-dire
Yyi,ys € F, Vo, 5 € K: a(x,ay; + Bys) = aa(z,y1) + Ba(z, ys).
2. Pour tout y € F fixé, Uapplication a(-,y): E — K est linéaire, ¢’est-d-dire

Vo, 9 € E, Vo, B € K: alaz; + Bra,y) = aa(zy, y) + fa(xa, y).

18



1.4. Formes bilinéaires continues 19

Définition 1.4.2. (Forme bilinéaire symétrique)

Une forme bilinéaire a(-,-): E x E — K est dite symétrique si on a

Y(z,y) € E? a(z,y) = aly, x).

Remarquons que la symétrique d’une forme bilinéaire permet de vérifier la linéarité d’un

seul coté.

Définition 1.4.3. (Coercivité d’une forme bilinéaire)
Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé. On dit qu’une forme bilinéaire a(-,-): Ex E — K

est E-elliptique (ou coercive), s’il existe une constante ¢ > 0, telle que
a(r,x) > c||z||}, Vo € E.

Définition 1.4.4. (Forme bilinéaire définie positive)
Soit a(-,-): E x E — K une forme bilinéaire.

1. On dit que a(-,-) est positive (respectivement négative) si a(x,z) > 0 (respective-

ment a(x,x) < 0) pour tout x € E.

2. On dit que a(-,-) est définie positive (respectivement définie négative ) si elle est

positive (respectivement négative) et a(x,x) =0 si et seulement si x est nul.

Définition 1.4.5. (Continuité d’une forme bilinéaire)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Une forme bilinéaire a(-,-): E x F — K est

continue sur B X F', s’il existe une constante M > 0, telle que
V(z,y) € ExF, |a(z,y)| < M|[z| gyl r-

Définition 1.4.6. (Forme bilinéaire et dualité)

Soit a(-,-): E x F'— K une forme bilinéaire symétrique. Pour tout x € E, lapplication

a(,z): E — K

y — a(y,z)
est une forme linéaire sur K, ¢’est-a-dire un élément du dual E'.

Proposition 1.4.1. [52/
L’application

Ya: B — FE

r +— a(.,x)

est linéaire. On appelle o, Uapplication linéaire de E dans son dual E' associée a la forme

bilinéaire symétrique a(.,x), x € E.

19



1.5. FEspace de Hilbert 20

1.5 Espace de Hilbert

Définition 1.5.1. (Produit scalaire)

Soit E un espace véctoriel sur le corps K = R. On appelle produit scalaire une application

<.->pExFE — K

(Z’,y) — < z,y >E
telle que

1. Poury € E fixé, l'application x —< x,y >p est linéaire; (linéarité a gauche).
2. <z,y>p = <y,r >g; (symétrie).
3. <xz,x>p >0six #0; ( définie positive).

La linéarité a gauche est une convention; on trouve parfois la linéarité a droite. Lorsque la

derniere propriété n’est pas satisfaite, on parlera de semi-produit scalaire.

Remarque 1.5.1.

Dans le cas K =R, un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Définition 1.5.2. (Espace préhilbertien)
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.
Remarques 1.5.2.

1. La donnée d’un produit scalaire permet de définir une norme ||.|g par la relation

||'r||2E =<, g HIHE =< T,T >Eg.

2. Si E est un espace de dimension finie muni d’un produit scalaire, on dit que E est un

espace euclidien.

Exemple 1.5.1.
Si on se place dans R", on choisit deuz éléments © = (r1,%2,...,Ty) ety = (Y1, Y2, -, Yn)-

Le produit scalarre dans R™ est défini par

n
<Z,Y >prn= inyia

=1

par conséquent, la norme euclidienne dans R™ est définie par

20



1.6. Convexité et semi continuité inférieure 21

Proposition 1.5.1. [11]
Soient E un espace vectoriel sur K, et < -, - >g un produit scalaire sur E.

Pour tout x,y € E, on a les propriétés suivantes
1. | <z,y > | <|z|elyle, (inégalité de Cauchy-Schwartz)
2. <y >p= 5z +ylp — eIt — lvlE) = 1z + yllz — llz — ylZ), (identité de

polarisation )
3 lz+yll% < (lzllg + llyllg)? (inégalité de Minkowsks )
4 Nlz + yllE + llz = yllE = 20l2ll% + [1yl%). (identité de la médiane)
Définition 1.5.3. (Espace de Hilbert)

On appelle espace de Hilbert (ou espace hilbertien) tout espace préhilbertien complet

pour la norme associée a son produit scalaire.

Remarque 1.5.3.

Tout espace de Hilbert est un espace de Banach réflexif.

Théoréme 1.5.1. (Représentation de Riesz)/11]
Soit E un espace de Hilbert. Pour toute forme l linéaire continue sur E ( un élément du dual

E’), il existe un unique élément x € E, tel que
l(y) =<,y >E, Vy €L
De plus, on a |||z = [2]|.

Remarque 1.5.4.
Soit E un espace de Hilbert. Alors

l

E~FE ~F

1.6 Convexité et semi continuité inférieure

Une notion trés intéressante dans un espace vectoriel est celle de convexité. Nous rap-
pelons, dans cette section quelques notion élémentaires de convexité et de semi continuité

inférieure.

1.6.1 Fonctions convexes a valeurs réelles

Dans cette partie, nous travaillons dans un espace véctoriel normé F.

Définition 1.6.1. (Segment)
Soit A un sous ensemble de E. Si x ety sont deux éléments de A, on appelle segment [z, 1],

l'ensemble des éléments de E qui s’écrivent de la forme

z=tr+ (1 —t)y ouz=y+t(x —y) avect €0, 1],

21



1.6. Convexité et semi continuité inférieure 22

c’est -a-dire
[z, y] = {tz + (1 = t)y, t € [0,1]}.

Définition 1.6.2. (Ensemble convexe)
On dit qu’un sous ensemble A de E est convexe, si pour tout x, y € A, le segment [x,y]

est inclus dans A. Autrement dit,
tr+ (1 -ty € A, Ve,y € A, t €[0,1].

Exemples 1.6.1.
1. Les parties convezes de R sont les intervalles.
2. Si A et BC FE deux convexes, alors AN B est un convexe de E.

3. La somme de Minkowski de deuz convexes A et B de E définie par
A+B={a+0, (a,b) € Ax B},

est un convexe de E.
4. Le produit cartésien de deux convezes est convexe.

5. Limage d’un sous ensemble convexe par une application linéaire est conveze.

Supposons maintenant que F est un espace vectoriel normé et A un sous ensemble convexe

de F.

Définition 1.6.3. (Fonctions convexes)

Une application f: A — R est dite convexe, si pour tous x, y € A et t €[0,1], on a

fltz+ (1 —=t)y) <tf(x) + (1 —-1t)f(y).

La fonction f sera dite concave lorsque —f est conveze.

On dit que f est strictement convezxe si pour tous x, y € A, t €]0,1] et x # y, on a

[tz + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).
La fonction f sera dite strictement concave lorsque — f est strictement conveze.

Remarque 1.6.1.
Dans le cas ou A est un sous ensemble de R, nous avons linterprétation géométrique suivante:
Pour tout x,y € A, le segment qui joint les point (x, f(x)), (y, f(y)) se trouve au dessus de

la courbe géométrique de f.

Exemples 1.6.2.
1. f(z) = 2% est convexe sur R.

2. f(x) = ||z||g est conveze sur un espace vectoriel normé E.

22



1.6. Convexité et semi continuité inférieure 23

tf )+ (1 -f ()

fltx + (1 —t)y)-

X tx + ('1 —t)y Y
FIGURE 1.1 — Interprétation géométrique d’une fonction convexe.

On a la caractérisation fondamentale suivante.

Proposition 1.6.1.
Une fonction f: A — R est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe dans

A X R, tel que l’épigraphe de f est noté epi(f) et défini par par l’ensemble

epi(f) = {(a:,r) e AxR, f(zx)< 7"}.

Proposition 1.6.2. [31]
1. Si f et g: A — R sont deuz fonctions convexes. Alors pour tout o, B > 0, af + By

est convezxe.

2. Soit f: A — R wune application convexe sur A. Pour tous x1,...,z, € A et
n
t1,...,tn ERy tels que Y t; =1, on a
i=1

f(i:h%) < zn:tif(xi), Vn € N.
=1 =1

1.6.2 Fonctions convexes & valeurs dans R

Soit E un espace vectoriel normé sur R. On note R = RU{—o00, +00} la droite acheveée.
En analyse convexe, il est parfois intéressé de pouvoir considérer des fonctions pouvant

prendre des valeurs infinies.

Définition 1.6.4. (Domaine effectif)
Soient E un espace vectoriel normé et f: E — R. On appelle domaine effectif de f qu’on

le note D(f) l’ensemble des points ou elle ne prend pas la valeur +oo, i.e,

D(f)={x € E, f(x) < +oo}.
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Définition 1.6.5. (Fonction propre)

Soit f: E — R, on dit que f est propre si f: E —] — 00, +o00| et f # +oo (i.e
Jxg € E, f(xg) < +00). Autrement dit, la fonction f est propre si elle ne prend pas la
valeur —oo et D(f) # @.

Définition 1.6.6.
Soit f: E — R une fonction propre. Alors f est conveze si et seulement si son épigraphe

est convezxe.

Proposition 1.6.3. [31/
Soit f: E — R une fonction propre. La fonction f est conveze si pour tous x,y € D(f) et
t€[0,1], on a

fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 -1)f(y).
La fonction f est strictement convere si l'inégalité précédente est stricte pour x # y et
t €]0,1].

Remarque 1.6.2.

Le domaine d’une fonction convezxe est conveze.

1.6.3 Semi continuité inférieure

Dans cette partie, nous intéresserons a la semi continuité inférieure et la semi continuité
faiblement inférieure des fonctions définies sur un espace vectoriel a valeurs dans la droite

réelle achevée R.

Définition 1.6.7. (Semi continuité inférieure)
Une fonction f: E — R est semi continue inférieurement (s.c.i) en point v € E si et

seulement si pour toute suite (x,)nen d’éléments de E telle que x,, ? x, on a

liminf f(z,) > f(z).

n—-+00

La fonction f est s.c.i sur E si elle est s.c.i au x € E tout point de E.

Remarque 1.6.3.
Si la suite (xp)neny C E converge faiblement vers x € E dans la définition précédente, la
fonction f est dite faitblement s.c.1.

La fonction f est faiblement s.c.i si elle est faiblement s.c.1 en chaque point v € F.

Exemples 1.6.3.
La norme induite d’un produit scalaire x — ||z||p = /< x,x > est faiblement s.c.i.

En effet, soit (z,)nen une suite des éléments de F, telle que x,, - Donc on a

liminf ||z, ||g > ||z| £
n—+o00
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Remarques 1.6.4.
- La s.c.i faible implique s.c.1.

- Toute fonction continue est s.c.i, mais l’inverse n’est pas vraie car une fonction s.c.i
peut étre discontinue; il suffit de prendre comme exemple la fonction indicatrice d’un

sous ensemble ouvert A de E (e.v.n) qui est définie par
1, F — R

1 A.
T — ]lA(x):{ TE

0, = &A.
Proposition 1.6.4. [27/
Soient (E,<-,->p) un espace préhilbertienne et f: E —| — 0o, +00| une fonction propre,

convexe, s.c.i. Alors f est bornée par une fonction affine, i.e., il existe « € E et § € R tel

que

flx) > <a,z>p+p, VrekFE.
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Chapitre 2

Théoréme du point fixe et ses
applications aux inéquations

quasi-variationnelles

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie
du point fixe de Banach, ce théoréme garantit I’existence et 'unicité d’un point fixe pour
toute application contractante d’un espace de Banach dans luis-méme & une classe large
d’inéquations variationnelles. Spécifiquement on s’intéresse dans la deuxiéme partie a 'ap-
plication du théoréme de point fixe les inéquations quasi-variationnelles qui ont nombreux

applications en mécanique.

2.1 Version du Théorémes de point fixe

Dans cette partie on va donner la version de la théorie de point fixe concerne des applica-
tions définies sur un intervalle I C R, puis on généralise son résultat d’existence et d’unicité

sur un espace de Banach.

2.1.1 Théoréme de point fixe sur un intervalle de R

Définition 2.1.1. (Stabilité d’intervalle par une application)

Soit f: I — R wune application, avec I C R. On dit que lintervalle J C I est stable par
f,si f(J)CJ.

Autrement dit, si

Ve e J, f(z) e
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Définition 2.1.2. (Point fixe )

Soit f: I — R une application continue sur I.

On dit que a est un point fize de f si f(a) = a.

En d’autres termes, les points fixes de f sont les solutions lorsqu’elles existent de ’équation

f(@) =

Remarque 2.1.1. (Point fixe et représentation graphique)
Les points fixes de [ correspondent aux points d’intersection de la courbe représentative de

f et de la droite d’équation y = x.

Théoréme 2.1.1. (Localisation d’un point fixe)
Soit f une application continue sur lintervalle [a,b] C R, tel que [a,b] est stable par f. Alors,

Uapplication [ posséde au moins un point fize appartenant & lintervalle [a, b].
Démonstration.

Considérons une application g définie sur [a, b] par g(x) = f(z) — .

Alors, g est continue sur [a,b], et on a

g9(b) = f(b) = b,

par la stabilité de [a,b] par f (ie., f([a,b]) C [a,b]), on a aussi

donc, on déduit que g(a)g(b) < 0.
En appliquant le théoréme des valeurs intermédiares sur I’application g qui est continue sur
[a, b], on déduit qu'il existe au moins une constante ¢ € [a, b], telle que g(c) = 0, alors f(c) = c.

Donc on peut affirmer que f posséde au moins un point fixe. [ |

Remarque 2.1.2.

Remarquons que la stabilité de Uintervalle I = [a,b] ne garantit pas Uexistence d’un point
fixe, hormis le cas que nous venons d’étudier d’un intervalle fermé borné; Par exemple, si
on prend Uapplication exponentielle définie sur I = R a valeurs dans R, mais on sait bien

que ’équation e* = x n’a pas de solution dans R.
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Théoréme 2.1.2. (Du point fixe)
Soit f: I — R une application et I un intervalle stable par f et (u,)nen une suite définie
par
ug € 1,
(2.1)
U1 = f(u), VYn €N~

Si la suite récurrente (uy)nen converge et Uapplication f est continue, alors f admetl un point

fize.

Démonstration.

La stabilité de l'intervalle I montre que la suite récurrente (u,),eny associée a f est bien
définie.
Maintenant, supposons que la suite (u,,)nen converge vers un nombre réel £, et f est continue

sur I, alors la suite (f(u,)), _ converge vers f({).

neN
Par ailleurs, on a

lim w1 = lim f(u,) = f( im wu,) = f(£).

n—+00 n—-+400 n—-+400
D’autre part, on a

lim wu,y; = lim wu, =/¢.
n—-4o00 n—+4o0o

Ainsi par I'unicité de la limite d’une suite, on obtient que f(¢) = ¢, donc ¢ est un point fixe
de f. [ |

Remarque 2.1.3.

Le théoreme précédent énonce une condition suffisante, pas nécessaire d’existence d’un point

fize.

Théoréme 2.1.3.

Soit f: I — R une fonction de classe C, alors f est contractante si et seulement si
sup |f'(x)| =k < 1.

zel

Démonstration.

Si f est contractante alors il existe k €]0, 1] tel que

|f(x+h)— f(x)] <klh|, Vaxeleth>0,

donc,
|f(x+i|2|_f(x)’ <k Vazeleth>o,
Par passage a la limite quand h — 0, on a, |f'(x)| < k et 0 < k < 1, alors sup |f'(x)| < 1.

zel
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Inversement, soit x un réel de I'intervalle I et h > 0. D’aprés le théoréme des accroisse-

ments finis, on peut écrire
f(x) = flx+h)=f'(c)(x — (x+h)) = f(c)(—h) avec ¢ €]x,x + h].

Par suite
|f(x) = flz+h)[ = |f(c)]|h] < K[h],

ce qui prouve que f est contractant. [

Théoréme 2.1.4. (Théoréme du point fixe sur un intervalle fermé)
Soit f une application définie sur un intervalle fermé I, pas nécessairement borné de R et

vérifiant les conditions suivantes
i) L’intervalle I est stable par f.
i1) f est strictement contractante sur l'intervalle I de rapport k < 1.

Alors, Uapplication [ admet un unique point firte a € I et la suite (uy)nen définie par la

relation (2.1) converge vers a.

Remarques 2.1.4.

Chacune des hypotheéses du théoréeme précédent montre que ces conditions sont réellement
nécessaires pour montrer l’existence et l'unicité d’un point fize. Pour cela, on a

1. Stabilité de I par f.

Soit f(x) = V22 + 1 une fonction définie sur I = [0,1], tel que I n’est pas stable par f mais

il est un fermé dans R. D’autre part, la fonction f est contractante car sup |f'(x)| < 1.
zel

En effet, on a
, x
r)=——=<1, Vrel01]
f'(x) VaiZ F1 [0,1]

alors sup | f'(x)] < 1.
zel

Donc f n'a pas de point five (f(x) # ), car I nest pas stable par f (f([0,1]) = [1,v/2]).

2.Contractante de f.

Si on prend la méme fonction définie précédemment mais avec f: I — I tel que [ =R est

un fermé de R, et on a la stabilité de I par f (f(I) = [1,400[C I) et su;l) |f'(x)] =1 alors
ze

f n’est pas contractante. Donc f n’a pas de point fize.
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2.1.2. Théoréme du point fixe de Banach

Dans cette sous-section le théoréme suivant donne l’existence et 'unicité d’un point fixe

pour une contraction sur un espace de Banach.

Théoréme 2.1.5.
Soient (E, ||.|g) un espace de Banach et A: E — E une application contractante. Alors A
admet un unique point fize a € E. De plus, pour tout point initial xo € E, la suite (y,)nen

définie par x,1 = A(z,) converge vers a.
Démonstration.

On montre d’abord l'existence d’un point fixe, puis son unicité.

1. Existence.

Soit xy € F un point initial quelconque et (z,),en une suite qui associe a tout entier n € N,
une relation de récurrente x,,1 = A(z,).

Nous allons d’abord démontrer que la suite (x,),en est de Cauchy dans E. On a pour tout
neN

211 = znlle = [[Alzn) = AMzn)lle < Kllzn = 20l

<k Tt — Tasolle

S anﬂfl — IOHE
On pose P(n) la proposition suivante
P(n): Nt — zalle <E|21 — 2ol e

On va montrer la vérité de P(n) par récurrence.

-Initiation: Pour n = 0, P(0) est vraie.

-Généralisation: Supposons que pour un certain entier n € N quelconque mais fixé, on ait
la propriété P(n) et montrons la vérité de P(n + 1).

On a, pour tout n € N

1702 = zasillp = |A(@01) — Al@a)lle < kllzan — 2allp < "l — 20| 5,

ce qui achéve la récurrence.

Par conséquent, si m > n alors

||xm - anE - ||xm — X1 T+ Ty — - — Tp+1 + Tp+1 — CBnHE

m—1
< Z |Tip1 — 4|
=n
m—1
(Z ]{JZ> ||l’1 — ZL‘()HE

IN

i=n
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De plus, ona
m—1
OB =k

=k'(1+k+E +-+ k™
1—kmon

-
1—k

Par ailleurs, on a aussi
m—1 +o00 kn
k< K= —r0.

n

1—k
Comme 0 < k < 1, k™ tend vers 0 quand n tend vers l'infini, on conclut aussi que

On peut alors écrire

[2m = 2]z < 1 = ol| -

|Tm — xnl|lg — 0.

n—-4o00

Ceci preuve que (Z,)nen est une suite de Cauchy et comme (FE, ||.||g) est complet, donc la
suite (x,)nen converge vers un élément de E noté a (i.e. lim z, = a).
Maintenant montrons que a est point fixe de A, comme A est lipschitzienne, donc elle est

continue sur F.

En effet, on déduit que pour tout entier n € N
[A(zn) — Ma)l|p < Ellzn —allp < lzn — alls,
ce qui prouve que (A(z,))nen converge vers A(a).

Comme (z,41)nen converge aussi vers a (i.e., lir+n ZTpt1 = a), donc (A(xy,))nen converge aussi
n—-+0oo

vers a (puisque A(z,) = Z,41), alors on peut conclure que A(a) = a. Donc a est un point
fixe de A.

2. Unicité.

Maintenant, supposons qu’il existe deux points fixes de A, a et b € F tel que a # b, on a
[A(b) — Ala)lle = [|b— al|&.
On autre, on a A est contractante donc il existe 0 < k < 1, tel que
16— alle = [[A(b) — Aa)||e < Kl[b — alle

Donc
0<(1—=k)b—al|lg<0.
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Et comme k €]0, 1], on conclut que
|b—allpg=0=a=0b.

Ce qui contredit le fait que a # b. Par conséquent, le point fixe est nécessairement unique. M

2.2 Résolution d’une inéquation quasi-variationnelle de

type elliptique

Dans toute la suite, on suppose que E est un espace de Hilbert réel (i.e., K = R) muni
de son produit scalaire < -,- > ainsi que de sa norme associée ||.||g et supposons aussi que
a(+,-): E x E —> R est une forme bilinéaire.

Définition 2.2.1. (Inéquation variationnelle)
Soient f € FE et j: E —]—00, +o0| une fonctionnelle définie sur E. On appelle inéquation

variationnelle de premaiére espéce le probléme suivant

Trouver v € E, tel que
(P1.V1)

alu,v—u) > < fiv—u>g, Yv€EE.
On appelle inéquation variationnelle de deuxiéme espéce le probléme suivant

Trouver u € E, tel que

(P.I.V2)
a(u,v —u)+j) —ju) > < fio—u>g, VYveE.

Définition 2.2.2. (Inéquation quasi-variationnelle)
Soient f € E et j: E X E —] — 00, +00| une fonctionnelle définie sur E x E. On appelle

inéquation quasi-variationnelle le probléme suivant

Trouver v € E, tel que
(P.I1.Q.V)
a(u,v —u) + j(u,v) —jlu,u) > < fo—u>p, YvekEL.
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Les idées principales sur la solvabilité de (P.I.QQ.V') sont basées sur des arguments du

théoréme de point fixe, pour cela nous considérons les hypothéses suivantes sur a(-, -) et j(-, -).

a(+,-): Ex E — R une forme bilinéaire symétrique et
(a) af(-,-) continue, i.e.,
AM >0, |a(u,v)| < M|lullgllvlleg Yu,v e E. (2.2)

(b) E — elliptique ( ou coercive), i.e.,

Im >0, a(v,v)>m|v||3 VYveEE.

(,)): Ex E —]— 00,4+, telle que

( .
J
(c) Pour tout n € E, j(n,.) est propre, convexe et s.c.i dans F. 2.3)
( .

d) Il existe o > 0, tel que pour tous 1,72, 01,02 € E

\ 3(m,v2) = J(m,v1) + J(n2, v1) — 3 (2, v2) < af[m — e[ el|vr — val| 5.
Supposons dans toute la suite que les hypothéses (2.2), (2.3) sont satisfaites et que f € F.

Nous considérons maintenant le probléme auxiliaire suivant.

Probléme Auxiliaire P .

Pour tout n € E fixé. on va essayer de trouver u, € E, tel que
a(ty, v —uy) +jn,v) —jn,u,) > < f,o—wu, >, YvekE. (2.4)

Le théoréme suivant donne une résolution du probléme auxiliaire, il s’énonce de la maniére

suivante.

Théoréme 2.2.1.
Supposons que les deuz hypothéses (2.2) et (2.3) sont satisfaites, alors pour tout f € F,

linéquation variationnelle (2.4) admet une unique solution.

La démonstration de l'existence et I'unicité de la solution de (2.4) est basée sur les
arguments de la minimisation des fonctions convexes.
Nous supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. Pour tous f € F et n € E on définit la
fonctionnelle J¢(n,.): E —] — 0o, +00], telle que

1
Tr(n,v) = S a(v,0) +j(n,v)= < f,o>p, Vo€ E.

Une formulation variationnelle posséde souvent une interprétation physique, en particulier
si la forme bilinéaire est symétrique. En effet dans ce cas, la solution de la formulation
variationnelle (2.4) réalise le minimum d’une énergie (trés naturelle en physique ou en

mécanique).
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Pour démontrer le Théoréme 2.2.1, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1.
On se place sous les hypotheses du Théoreme 2.2.1. Soient f, n € E et Jy l'énergie définie
pour toult v € E, par

Je(n,v) = %a(v,v) +iji(n,v)— < f,v>g. (2.5)

Soit u,, € E une solution unique de linéquation variationnelle (2.4). Alors w, est aussi

l"unique point de minimum de ’énergie, c’est-a-dire que

Tp(n, uy) = min Jy(1, v). (2.6)

Réciproquement, si u, € E est un point minimum de 'énergie Jy, alors w, est la solution

unique de la formulation variationnelle (2.4).

Démonstration.

1. Supposons que u, est une solution unique de la formulation variationnelle (2.4) et la
fonctionnelle j(n,.) est propre (i.e., j(n,.) < +oo, Vn € E). Donc les opérations sur
j(n,.) sont bien définies.

Par ailleurs, on a pour tout v € £

1 , 1
‘]f(nav) - Jf(naun) = 5@(’0,1}) +J(77:U)— < fiv>g _§a(un>un) -

](777%7)‘?' < fyun >E
1 . .

= 5 [atv.0) = alug,u) | + 01,0) = (n,ug) +
< f, Uy —V >E
1

= 3 [a(’u,v) — a(y, Uy) — alt, — v, u, — v)] +
j(nvv) _j(nvun)+ < f,v—un >E "’
1

§a(u,7 — U, Uy — V).

En utilisant les propriétés de la forme bilinéaire a(-,-), on obtient

Jf(UaU) - Jf<777u17) = a(unav - Un) _j(777u77) +j(77771)— < f,U — Uy >E
1
+ §a(u,7 — U, Uy — ).

Pour chaque v € E, en utilisant (2.2)(b) et (2.4), nous obtenons

1
§a(u77 — U, Uy — V)

m
ey = vl 2 0.

v

Jf(nv U) - Jf<7]7 un)

v

Ce qui montre que u,, est un unique point de minimum de J; sur E.

34



2.2. Résolution d’une inéquation quasi-variationnelle de type elliptique 35

2. Réciproquement, supposons u, est un point de minimum de J; sur E, c’est-a-dire,
pour tout n € F/, on a
Je(n,v) > Je(n,uy,), YveE.

Alors, pour tout v € E et t € [0, 1], nous avons
Jr(n,uy +t(v —uy)) = Jp(n, (1 = t)u, + tv) > Jp(n, uy).

Et comme

1
Jr(n,v) = §a(v,v) +j(n,v)—< fiu>p, YveEE

alors, on a
1 )
§cz(u77 + (v = uy), uy + (v —uy)) + (0, uy + tv —uy))— < fuy + v —u,) >5

Z a(umun) +](777U77)_ < f7 un >E -

DN | —

En utilisant les propriétés de la forme bilinéaire a(-,-) et la convexité de j(n,.), on

obtient pour tout v €

t? t t :
—a(v — Uy, v = Uy) + =a(ty, v — uy) + za(v — upy, uy) + (1 — )5 (n, uy)

1
§a<u7)7un) + 2 2 2

_H;.]<77>U)_ < f,un >E‘ —t < f,'U—'LL77 >E

1 .
> 5 a(ty, uy) + j(n,uy)— < fou, >5 .
En déduit que

t° , ,
ta(t,, v —uy,) + Ea(v — v — up) + (G, v) = j(n,uy)) =t < fiv—u, >g .

On divise par t, on obtient
. ) t
a(ty, v —uy) + j(n,v) — j(n,u,) + 5 a(u, —v,uy, —v) > < f,o—u, >p .
Par passage a la limite quand ¢ — 07, on a

a(“vyav_un)"‘j(??ﬂ))_j(naun) Z <f7v_u7l >E -

Pour tout v € E. On conclut que u, € F est une solution d’inéquation variationnelle
(2.4).
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Maintenant, montrons I'unicité de la solution du probléme de minimisation de J; qui
défini ci-dessus.
Soient u, et u, deux éléments de E qui vérifient (2.6) et que u, # u;. Alors
Uy + u;)
2

1 1

= %[%a(umun) +j(n,uy)— < f,u, >p +%a(u;,u;) +5(n, up)
<oty g | - [Ra Byt
_<f7u,742ru§7 >E}

= éa(un, up) + éa(ug, Uy) — ;a(um Uy) + %j(m uy) + %j(ﬁ, uy)
—j(n, —; U;’)

— éa(un — ul, uy — up) + %j(n,un) + %j(n, uy) — 3(n, Rl ;L u%)-

Si uy # uy, alors d’aprés la coercitive de la forme bilinéaire a(.,.) et la convexité de

j(n,.), on a
1 1 uy, + ul m 2 1. 1.
1. 1.
= 5 un) = 550, uy)-
On obtient
1 Uy + u! m
T, ) + 5Ty ) = Ty (0, =) 2 Sy — w1
D’ou ,
1 Uy + Uy,

D’autre part, le probléme de minimisation de J; nous donne

‘]f(nv un) = rvrgg Jf (na U)

et
/ - .
(0, ) = min Jy (1, v)
alors

(0, un) = J5 (1, uy) = min Jy (1, v)

36



2.2. Résolution d’une inéquation quasi-variationnelle de type elliptique 37

par conséquent, on trouve que

un+uﬁ7>

min J¢(n,v) > Jf(n, i

velE
qui est contradiction.
D’ott u,, = u;] ce qui démontre 1'unicité de la solution du probléme de minimisation de

Jr d’un coté de autre on montre 'unicité de la solution de (2.4). |

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2.2.1.

Démonstration du Théoréme 2.2.1.

Pour montrer Iexistence et unicité de la solution w, de (2.4), il suffit de démonter l’existence

et I'unicité d'un point de minimum de la fonctionnelle Jy.
1-Existence.

Supposons qu'il existe {5 = mig Je(n,v) et j: E —] — 00, +00| une fonctionnelle propre,
veE

alors on déduit que pour 7 fixé dans E, J¢(n,.): E —] — 00, +00] est propre et par consé-

quent £y < +oo0.

Montrons que J¢(n,.) est convexe et s.c.i pour tout n € E fixé.
i) Convexité.
Pour tousve Fet f € E, on a

1 .

Jr(n,v) = éa(v,v) +ij(n,v)— < f,v>g.
Soient v, v' € D(Jy) et t € [0, 1], montrons que
Jp(nto + (L= t0) < tJy(n,v) + (1= £)Jy(n,v).
ou
Tp(n,to 4+ (1= t)') = tJy(n,0) = (1 =) J5(n, ") < 0.
On a
Jp(ntv+ (1= )") —tJp(n,v) — (1= 1) Jp(n, ') =

%a(tv + (1=t to+ (1 —t)') + j(n, to+ (1 —t)v')—

< fitv+ (1=t >p —t[%a(v,v)—kj(n,v)— < f,v >E}

~a-];

5@(1}’,1}’) +j(n,v")— < f, >E].
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Par la convexité de la fonctionnelle j(n,.), pour tout n € E et les propriétés de la forme

bilinéaire a(-,-), on a

[a(tv, tv) + a(tv, (1 — t)v')

N | —

Tr(n,tv+ (L =t)') = tJp(n,0) — (1 =) J4(n, ) <
+a((1— ' tv) +a((1— ), (1 — t)z/)} +ti(n,0)
F1—t)jnv) —t < foo>p —(1—1) < [/ >p
—t [%a(v,v) + ()= < f,v >E}

—(1—1) [%a(@’,v’) +j(n, )= < f,u' >E }

Par simplification de calcul, on trouve
2

Jr(n.tv+ (1= t)) = tJy(n,v) = (L =) Jp(n, ) < %a(v v) + (1 = t)a(v, ')

L1

5 a(v, V') +tj(n,v) + (1 =t)jn,v) —t < f,v>p

t
_(1_t) <f7vl >E —§G(U,U)—tj(7'],1))+t<f,v>E

1—1
Dot — (= i)+ (L= 8) < £t >
t(t—1 t(t—1
< ( 5 )a(v,v) +t(1 —t)a(v,v") + ( 5 >a(7/,1/)
D’aprés la continuité de af(.,.), on a
Jr(n,tv+ (1 —t)') — tJp(n,v) — (l—t)J (n,v")
§ [ —2a(v,v") + a(v', v’)]
<! [HWE—MMMMWWE+mHMw]
< M0 (g 2 g+ (ot 1) <0

Donc on résulte la convexité de Jy.
ii) Semi continuité inférieure.

Soient (vy,)nen Une suite qui converge faiblement vers v dans E, f € E. D’aprés les propriétés

de la forme bilinéaire a(-,-), nous avons que v, — a(v,,v,) est convexe et s.c.i. Alors

liminf a(v,,v,) > a(v,v)
n—+o00
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et comme j(n,.) convexe et s.c.i, alors

liminf j(n,v,) > j(n,v)

n—-+o0o
donc, on a
liminf {a(vn,vn) +i(n,vn)— < f,on > } > a(v,v) + j(n,v)
n——+0o0

—< fiv>g.

On résulte que

liminf J¢(n,v,) > Jr(n, v)

n—+oo
d’ott Jy est s.c.i faiblement sur £ donc s.c.i fortement dans F£.

Puisque J¢(n,.) est propre convexe et s.c.i, donc elle admet un minimum ¢; = mi]gl Jr(v) <
ve

+o0 atteint a la solution wu,,.

En effet, considérons (u,, Jnen C E une suite d’éléments de E, telle que
Jr(n, uy,) — €5 quand n — +o0.

On a j(n,.): E —] — 00,400] est propre, convexe et s.c.i, alors j(n,.) est bornée par une

fonction affine, i.e., il existe o € E et § € R tel que
Jj(n,uy,) > < a,u,, >g +06, pour tout n € N

d’aprés (2.2)(b), on obtient pour tout n € N

1 .
Jf(n’ unn) = §a(u77n7 unn) + -](777 unn)_ < f7 unn >E

v

m
5||UU7L‘|2E+ < a’unn >E _HfHEHuT]n”E + /8

donc
m
10 un,) = [ |l = lledlslluy, || = [ fll£llwn, |12 + 8, ¥n € N.
Cela montre que (u,, )nen st une suite bornée dans FE.

En effet,
supposons que (u,, )ney C E n’est pas bornée, alors il existe une sous-suite
(tn, )nken C (Up, )nen telle que ||u,, ||z — +00 quand & — 400, et d’aprés

la formule précédent, on a
Jr(n,uy,, ) — 400 quand k — oo

et comme J¢(n,u,,) — ¢y quand n — 400, on peut voir que {; = 400 ce qui

est une contradiction avec ¢y < +oo0.
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D’autre part, d’aprés le Théoréme 1.3.5 d’Eberlein Smulyan, il existe un élément u, € E et

une sous-suite (uy, Jnpen C (U, Jnen telle que
(uy,,) = (u,) dans E quand p — +oo0.

On a donc

lim inf J¢(n, uy,, ) > J5(n, uy)

p——+00
et comme Jy(n, u,,) — {; quand n — 400, on obtient que {5 > J¢(n, u,).
Pour l'inégalité inverse, on a par définition de (; = infE Jr(n,u,) la deuxiéme inégalité
Un€
ly < J¢(n,uy). Donc on conclut que J¢(n, u,) = ¢;. Ce qui montre que I’élément u,) € E est

un minimum de J; dans E.

2-Unicité.
Le résultat d’unicité de la solution du probléme variationnelle est une conséquence de la
résolution du probléme de minimisation de Jy.

Ce qui termine la démonstration. [ |

Résolution du probléme P.1.Q).V.

Dans cette sous-section, nous considérons les inégalités quasi-variationnelles de type ellip-
tique, c¢’est-a-dire que la fonctionnelle j(-,-) doit dépendre explicitement de la solution. Ainsi,

pour un f € E donné, on considére le probléme suivant:

Probléme P.1.QQ.V.

Trouver un élément u € E, tel que

a(u,v —u) + j(u,v) — jlu,u) > < fiv—u>g, YveE. (2.7)

Grace au Théoréme 2.2.1, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2. (d’existence et d’unicité du probléme P.1.Q.V)
Supposons que les deux hypothéses (2.2) et (2.3) sont satisfaites et m > «. Alors pour tout
f € E, Uinéquation quasi-variationnelle (2.7) admet une unique solution. De plus, cette

solution dépend contindment de f.

Avant de détailler la démonstration de ce théoréme, nous donnons les principaux résultats
de cette étude, a savoir un probléme d’existence et d’unicité de la solution du probléme
P.1.QQ.V. Pour cela on définit 'application A : ¥ — E par

An=wu,, Vnek. (2.8)

Et nous continuons avec le résultat de point fixe suivant.

40



2.2. Résolution d’une inéquation quasi-variationnelle de type elliptique 41

Lemme 2.2.2.

St m > «, alors A admet un unique point firte n* € E.
Démonstration.

Soit m1,m2 € E. On désigne par u; et uy deux solutions de (2.4) pour n = n;, (i = 1,2),

c’est-a-dire que u; = u,, et us = uy,,. Alors
a(uy,v —ui) + j(m,v) = j(m,w) > < f,v—uy >p, Vv € E.

a(ug,v — ug) + j(n2,v) — j(na,ug) > < fyv—uy >p, Yv € E.

En prenant v = uy dans la premiére inégalité et v = u; dans la deuxiéme, on obtient
a(uy, ug — uy) + (i, ug) — j(n,wa) > < fiug —uy >p .

alug,uy — ug) + j(na,ur) — j(ma,ug) > < fiug —ug >p .

La forme af(-,-), est bilinéaire, donc
—a(uy, uy — ug) + j(nu, uz) — j(n,ur) > — < fiug —up >p .

—a(—ug, uy — U2) + j(n2,u1) — j(nmuz) > < f,ug —us >p .

On additionne membre a4 membre les deux inégalités, on obtient

—a(uy — ug, uy — uz) + J(m, u2) — j(m,ur) + j(n2, ur) — j(n2, uz) > 0.

Donc
alur — up,ur — uz) < j(m,uz) — j(m, wn) + j(ne, ur) — j(n2, ua). (2.9)
D’aprés (2.2)(b), on a
a(uy — ug, uy — up) > mljuy — up|%. (2.10)
D’aprés (2.3)(d), on a
3 uz) — g (nu,wn) + 5 (2, ur) — J(n2, u2) < flm — 2l pllur — uslle. (2.11)

D’apreés (2.9),(2.10) l'inégalité (2.11) devient
2
mllu — ws |y < allm — nollpllur — ok
Nous utilisons I'inégalité ab < #, pour tout a,b € R. On obtient
o
[Am = Al = [Jur — ual[p < EHUl — 12l (2.12)

Lorsque m > «, alors Papplication A donné par la formule (2.8) est une contraction dans E.

Donc le lemme 2.2.2 découle directement du théoréme de point fixe. [ |
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Maintenant, nous avons tout ce qu’il faut pour montrer le théoréme 2.2.2 d’existence et

d’unicité d’inéquation quasi-variationnelle.
Démonstration du Théoréme 2.2.2.

La démonstration de ce théoréme s’effectuera en trois étapes, et elle est basée sur les résultats

du théoréme 2.2.1, le lemme 2.2.2 et les arguments du théoréme de point fixe.

Supposons que les conditions (2.2) et (2.3) sont satisfaites, f € F et m > a.

Premiére étape: Existence.

Soit n* le point fixe de I'application A obtenu dans le lemme 2.2.2, alors n* = An* et par la
définition (2.8), on a An* = w,~. Donc

et comme ’équation (2.4) est vérifiée pour tout n € E, alors elle est vérifie pour n = n*. Si

on remplace n par n* dans (2.4), on trouve
a(Upe, v — Upe) + 5 (0", 0) — F(N", Upe) > < fo0 — U >p, Yv € E.
Puisque n* = w,-, alors
a(Upe, V= Upe ) + (U, V) = J(Uppe, U ) > < [0 — e >p, Yv € E.

On obtient que u,- est une solution d’inéquation quasi-variationnelle (2.7), ce qui conclut la

partie d’existence.

Deuxiéme étape: Unicité.

Supposons maintenant que u est une solution de (2.7), c’est-a-dire
a(u, v —u) + j(u,v) — j(u,u) > < f,v —u>p, YveE
pour tout 7 € E. Si on pose n = u, alors
a(u,v —u) +j(n,v) —jnu) > < f,v—u>g, YveEE.

On déduit que u est une solution de probléme variationnelle.
D’autre part, d’apreés le théoréme 2.2.1 on a que I'inégalité (2.4) admet une solution unique

que l'on note u,. Alors on a u, = u, plus précisément
Uy = U = 1).
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Donc on déduit que u,, est une autre solution de probléeme (P.I.Q.V).
De plus, par la définition de 'application A, on a An = u,,, pour tout n € E.
On déduit que
n=An
donc 7 est un point fixe de A.

Depuis le lemme 2.2.2, application A admet un unique point fixe, noté par n* € E, tel que

on trouve que

Par conséquent

Ce qui conclut que u = u,-. Donc on termine la partie d’unicité.

Troisiéme étape.

Pour montrer que I'application de E dans E qui & tout élément u de E associe I’élément f
de E (i.e, f — u) est Lipschitzienne, supposons que u; et uy deux solutions de (P.I.Q.V.2)
pour f = fi et f = f5 respectivement. Alors

a(uy,v —uy) + j(ug,v) — jlug,ug) > < fr,v —uy >g, Yo € E.

a(ug, v —ug) + j(uz,v) — j(ug, u2) > < fo,v —us >p, Vv € E.

Prenons v = uy, dans la premiére inégalité et v = u; dans la deuxiéme, on obtient
—a(uy, up —ug) + j(ur, ug) — j(ur,u1) > — < fr,u1 —ug >g .

—a(—ug, uy — uz) + j(ug, ur) — j(ug, ug) > < fo,u; —ug >p .

Par l'addition des deux inégalités, on obtient

—a(uy — ug,uy — ug) + j(ur, u) — jlug, uy) + j(uz, ur) — jug, us)

— < fr,u1 —us >p + < fo,u; —ug >p
— < fi— fo,u1 —uz >p.

Donc

alun = 1,1 = w2) < |, uz) = () + Gz, 1) = (o, u3)

‘l" < fi— fo,ur —ux >g |
D’autre part, d’aprés (2.2)(b), on a

mllup — usl|% < aluy — ug, up — uy).
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D’aprés (2.3)(d), on a aussi
J(ur,uz) = jur, ) + j(uz, ur) = jus, ua) < aflur — [
L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne
<fi= fooun —w >p | < i = foll Bllur — wof e
Par ailleurs, les résultats précédents nous donne aussi
mllur —wlly < allu —wllh + 1A — fllpllun — wlle.
Nous utilisons I'inégalité ab < #, pour tout a,b € R. On obtient

(m — a)|Jur — w25 < || f1 = follpllv — wol &

(m—«) 1
< THUl — || + mﬂfl — fall%
alors ( ) .
RS _ < = = )
9 [ur = ualfp < 2(m—a)”f1 fol®
Quand m > «, on trouve
1
2 2
Jur — ual|p < m”ﬁ — foll-
D’ou |
Jur — wo|[p < 1f1 = foll&-
m— «

Ce qui conclut que la solution de (P.1.Q).V') dépend continiiment de f.

Ce qui détermine la démonstration. [ |
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Chapitre 3
Problémes de contact avec frottement

L’objet de ce chapitre est d’étudier un type des problémes aux limites de contact avec frot-
tement entre un corps déformable et une fondation. Nous supposons le long de ce chapitre que
le processus est statique pour des matériaux élastiques. Nous construisons une formulation
variationnelle de ce probléme et nous décrivons les hypothéses et les équations qui modélisent
les problémes anti-plans ainsi que les conditions aux limites avec frottement. Finalement, les
résultats que nous obtenons concernant l’existence et 'unicité de la solution faible de ce

probléme, la preuve est basée sur des arguments d’inéquations quasi-variationnelles.

3.1 Petits rappels

Dans cette partie de ce chapitre, nous regroupons les propriétés principales des espaces
fonctionnels que nous utiliserons et quelques résultats concernant les distributions pour dé-
finir les espaces de Sobolev, ce n’est pas obligatoire mais les possibilités de dériver n’importe
qu’elle distribution et de détecter les distributions qui sont des fonctions vont permettre une

définition rapide.

3.1.1 Rappels sur les espaces L”

Dans tout la suite 2 désigne un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue et une
fonction f sera considérée de ()2 dans R. Pour 1 < p < oo, on note I'exposant conjugué de p

par g tel que % + % =1 et pour p = 1, nous posons ¢ = o0.
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3.1.1.1 Définitions et propiétés élémentaires

Le cas 1 < p < +4o0.

Pour 1 < p < +o00, on désigne par LP(£2) I'espace des fonctions mesurables définies sur € a
valeurs réelles dont la puissance p-iéme de la valeur absolue est intégrable pour la mesure de
Lebesgue. En réalité, les éléments de cet espace sont des classes de fonctions qui coincident

sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Muni de sa norme naturelle
e = ([ 1f@)Pde)” < 40, (31)
Q

pour tout f € LP(Q). Cet espace est un espace de Banach (c’est-a-dire, un espace vectoriel
normé complet). De plus il est réflexif pour 1 < p < 400, et son dual (L?)" = L% Pour p = 1,
LY (Q) n’est pas réflexif et son dual (L) = L*.

Le cas particulier p = 2.

Le cas p = 2 est particulier parce que dans ce cas, la norme ||.|[12(q) découle d'un produit
scalaire suivant:
Si f et g sont dans L*(2), on a

< f,9 >r2= /f(x)g(:p)d:p.
Q

L’application <-,->y2(q) est un produit scalaire sur L?(2). Dans ce cas, la norme ||.||;2()

[fllze) = /< f, f >12(0)-

L’espace L?*(2) muni de cette norme est un espace de Hilbert, et cet espace est identifie a

vérifie

son dual (ce qui n’est pas vrai dans d’autre cas, pour p # 2).

Dans ce chapitre nous aurons besoin d’espace
Q" ={f=(f), fiel*Q), i=1,....n},

ce qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire canonique

< f,9 >r2n= Z/fl(w) gi(z) dx (3.2)
i=1 4

et la norme associée a ce produit scalaire

£l = (Z [rw )’ (33)
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Le cas p = +¢.

On appelle L>(Q2) l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur €2, ces élé-
ments de cet espace sont des classes de fonctions qui sont bornées sauf sur un ensemble de

mesure de Lebesgue nulle. On note

| fllze@ = inf{ec>0, |f(z)]<c p.psurQ}

une norme associée a I'espace L>°(Q2). Cet espace est de Banach, n’est pas refléxif et son dual
est strictement plus gros que L'(Q), ¢’est-a-dire que L'(Q) C (L>=(Q))".

3.1.2 Introduction aux espaces de Sobolev

3.1.2.1 Rappels sur les distributions

Dans cette partie 0 désigne un ouvert de R (n > 1) et Q = QU 9.

3.1.2.1.1 Notations

. 0 .
Pour un point z = (xy,...,x,) € R" on va noter 'opérateur £ (1 <i<mn)parD,.
T
On rappelle que la longueur d’un multi-indice o = (a1, ..., @,) € R" est donnée par |a| =
n
> a;, et que 'opérateur différentiel D* d’ordre o défini par
i=1
olel
T
ey ... O%n

3.1.2.1.2 Espaces fonctionnels

On désigne par C°(Q) ou C(Q2) I'espace des fonctions continues sur Q a valeurs réelles.

Pour tout entier positif m € N, on peut désigner les espaces C™ (), (resp. C™(£2)) les espaces

des fonctions m fois continiiment différentiables sur €, (resp. sur Q), on note
Cm(Q) ={pe (), D € C(Q) pour |a| < m}.

Support d’une fonction continue.

Le support d’une fonction ¢ € C(€) est le sous-ensemble fermé de R noté supp ¢ et défini

par

supp ¢ = {x € Q, p(x) # 0}.

On dit qu’une fonction ¢ est & support compact sur €, s’il existe un compact K dans €2, tel
que f(x) =0 pour tout x € Q\ K.
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On va noter C™(2) (resp. C(€2)) le sous-espace de C™(Q) (resp. C™(Q)) formé par des
fonctions de classe C™ () (resp. C’m(ﬁ)) a support compact sur €2 (resp. sur Q) )

Pour m un entier fini et Q un ouvert borné, 'espace C"(£2) muni de la norme ||.[|cm g, est

un espace de Banach, telle que

lellom@ = Y sup |[Dp()).

la|<m N

Espace des fonctions test (d’essai).

Maintenant, on notera
C=(Q) = (C™Q).
m=0

L’espace des fonctions indéfiniment différentiables dans 2. Pour mieux comprendre quel est
le sens de 'opérateur D%y pour des fonctions ¢ qui ne sont pas dérivables, nous rappelons
briévement la définition des distributions sur €.

On va désigner par D(2) I'espace des fonctions test, noté aussi C2°(€2) qui est ’ensemble

des fonctions ¢ de classe C'*° a support compact sur €.

Notion de convergence dans D(£2).

On dit qu’une suite ¢,, € D(Q2) converge dans D(Q2) vers ¢ lorsque:
i) Les supports de (¢,)nen sont contenus dans un méme ensemble borné indépendent
de n.
i1) Les dérivées de chaque ordre de (p,) convergent uniformément vers les dérivées cor-
respondantes de @, c’est-a-dire D%p,, — D%p uniformément sur €2, pour tout «

multi-entier positif.

Les distributions forment un espace vectoriel noté D'(€2) (le dual de D(£2)). Donc une distri-
bution sur un ouvert 2 de R" est une forme linéaire continue sur I'espace D(€2). C’est-a-dire,
une application de D(Q2) dans R faisant correspondre a une fonction test ¢ un nombre réel
<T,¢o>ouT(p).

Ou <-,-> désigne le produit de dualité entre D'(2) et D(1Q2).

e Linéarité de la forme:

Pour tous @1, € D(Q) et o, f € R, on a

<T,ap;+ Bps >=a<T,p1 >+B<T, 03 >.
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e Continuité de la forme linéaire:

Si pour tout n € N, ¢,, — ¢ dans D(2), on a
<T, o, >—<T,p>, dans R.

On distingue deux classes de distributions :

les distributions réguliéres et les autres, dites singuliéres.

Les distributions réguliéres sont associées a des fonctions localement intégrables (i.e., f €
Lioe

élément de L'(K)), telles que

(Q); si pour tout sous-ensemble compact K de €2, la restriction f|x de f a K est un

<Trp>=<f,p>= /f ) dz, Yo € D(Q),

ou T} est la distribution associée a f.
On utilise souvent la méme notation f pour désigner une fonction ou une distribution (77%),

donc le sens étant précisé dans le contexte.

Une propriété générale donne qu’on peut approcher toute distribution de D’ par une suite de
distributions réguliéres associées a des fonctions test de D, on dit que 'espace D est dense
dans D'.

Notion de dérivée faible.

La notion de dérivée faible est une extension de la notion de dérivée usuelle pour des fonctions
qui ne sont pas forcément dérivables.
Pour f localement intégrable sur 2, On dit que fest dérivable au sens faible, s’il existe des

fonctions w; localement intégrables sur €, pour i € {1,...,n} telles que, pour toute fonction

v € D(R), on a
/f mh :—wawmm.

De méme, pour tout o multi-indice, par intégration par parties |«|-fois on a

[ sanetaiin = (0! [ (D))

Q

Ces résultats motivent ainsi la définition de la dérivée DTy d’une distribution T € D’. On

pose alors
DTy(p) = (=) Ty (D).

Si f admet une dérivée partielle (classique) par rapport a la i-éme variable, alors elle est
également dérivable au sens faible par rapport a cette i-éme variable, et la dérivée au sens
faible (qui est toujours unique) coincide avec la dérivée au sens fort. En revanche, il existe

des fonctions dérivables au sens faible qui ne sont pas dérivables au sens fort.
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3.1.2.2 Définitions et quelques propriétés des espaces de Sobolev

Soit €2 un sous-ensemble ouvert de R™, p € R avec 1 < p < 400 et k£ un entier positive.

3.1.2.2.1 Espaces W*?(Q)

On note W¥*?(Q2) 'espace des fonctions f € LP(Q) telles que les dérivées D®f au sens des

distributions (avec o un multi-indice vérifiant |a| < k) soient des fonctions de LP(2), i.e.,
WhP(Q) = {f € L*(Q), D°f € L"(), pour |a| <k}.

On munit W*?(Q) de la norme

(

=

(= ||Daf||fzp(m)’l’: (5 [irsaras)’, sip< o

lal<k <k 2

[ lwes =

sup |[D® f| (o), si p = +0o0.
\ lal<k

L’espace W*P(Q) muni de cette norme est un espace de Banach et WoP(Q) = LP(Q).

On peut montrer que la norme

> D fllzey, st 1<p<oo
0<|al<k

[ fl|xp =
> IDYfllp=(), st p=+o0

0<al<k

est une norme équivalente & la précédente (plus de détails voir [3]) . L’espace W*P(Q) a les

mémes propriétés quelle que soit la norme utilisée (soit ||-|[x, o || [|wrs)-

3.1.2.2.2 Espaces H"?(()

Pour tout k& € N et pour tout 1 < p < +o0, on définit Pespace de Sobolev H*?(Q) comme

étant le complété de Uespace C°FP(Q)) définie par :
CkP(Q) = {f € C™(Q), D*f € LP(Q), pour|a| < k},

pour la norme

1/ 1lkp = D 1D fllzr(c)-

lor| <k
Grace au théoréme de Meyers-Serrin (voir [8]) qui identifie les deux espaces H"P() et

WkP(Q), on peut définir les espaces de Sobolev de deux maniéres naturelles, autrement dit

H*P(Q) = W*P(Q), VkeNetl<p< +oo.
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Dans le cas particulier p = 2, on écrit W*2(Q) = H*(Q). Pour k € N, nous désignerons par
H*(Q) Pespace de Sobolev défini par

HY(Q) = {f € L*(Q), D*fe L*Q), Vo, |a| <k}

ot D°f est la dérivée au sens des distributions, on introduit sur H*(2) le produit scalaire

< [,9 >ur@q) = Z D f(z)D%g(x)dx

la|<k ¢

= Z < Daf, Dag >L2(Q) .

|la|<k

ol <-,->r2(q) désigne le produit scalaire usuel sur L*(Q), et la norme associée || f|| ) =

V< [y f >mr@)- Lespace de Sobolev H%(Q) muni du produit scalaire < .,. > pr() est un
espace de Hilbert.

3.1.2.2.3 Espace Hj(Q)

On définit le sous espace WiP(Q) de W*?(Q) comme 'adhérence de D(Q), dans WH2(Q),
on écrit WyP(Q) = D(Q).
Dans le cas particulier p = 2, on définit Péspace H} () comme adhérence de D(2) = C°(Q)

dans H'(Q), ce qu’on note aussi

Hi() = D) @

3.1.2.2.4 Domaine lipschitzienne

Soit 2 un ouvert borné de R™. Le domaine €2 est dit lipschitzien si il existe une une famille
n

finie de boules ouvertes (B(x;,7;))i=1..n telle que 9Q C |J B(z;,1;) et sur chaque (B(x;,7;)
i=1
il existe un systéme de coordonnées (x1,...,x,) et une fonction g; lipschitzienne telle que

an B(%’ﬂ“z‘) = {(Ih 7$n) S B(ﬁﬁiﬂ“i) H gi(xla e ,xn—l)}.

Cela signifie que la frontiére de 2 peut-étre vue localement comme le graphe d’une fonction

lipschitzienne.

3.1.2.2.5 Théoréme de trace

On termine cette partie de ce chapitre par I’énoncé du théoréme de trace. Rappelons
un résultat concernant la restriction au bord ou trace des fonctions des espaces de Sobolev:

si 0 un domaine lipschitzienne avec une frontiére 02 et 1 < p < oo, alors il existe une
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application linéaire continue v: W'?(Q) — LP(9Q) qui & une fonction v définie sur Q

associe sa restriction yv au bord 99 (i.e, yv = v|sq) vérifie I'estimation
Iyvllzren) < cllvllwing), Yo e WH(Q),

ol la constante ¢ > 0 dépend de €.

La continuité de I'application de trace permet de définir I'espace
Hy(Q) ={ve H'(Q), yw=0 sur 99},

qui est un sous-espace hilbertien de H'({2), cet espace est constitué les fonctions qui s’an-
nulent sur le bord 0f).

3.2 Notions simples de mécanique du solide

Rappelons qu’en mécanique du solide les grandeurs de base sont les forces et les dépla-
cements, qui permettent de calculer directement des énergies.
En mécanique des milieux continus, il en est de méme, mais on travaille avec des grandeurs
normalisées. Pour simplifier disons que les contraintes sont des forces par unité de surface et

les déformations sont des variations de longueur par unité de longueur.

Définition d’un solide.

Un solide est un corps qui ne peut subir aucune déformation. Les différents points d’un solide
restent ainsi & des distances fixes les uns des autres (ces points sont discrets ). Dans ce cas

on appellera d’un solide indéformable.

Vecteurs Contrainte.

Le but de la mécanique appliquée au matériau est de calculer la «contrainte» s’exercant en
un point sur une «facette» donnée d’un matériau. Cette contrainte est représentée par un
vecteur &.

La composante de ce vecteur perpendiculaire a la facette représente une contrainte normale
o (équivalent & une pression), alors que la composante paralléle a la facette, une contrainte
tangentielle o, (voir la figure 3.1 ).

Ces deux composantes jouent un role trés important pour le matériau, puisque les contraintes
normales induisent des ruptures de type fragile, alors que les contraintes de cisaillement
induisent de la plasticité. Le but des calculs de mécanique est de déterminer pour un point
donnée les facettes qui supportent un vecteur contrainte particulier. On peut voir que toutes
les contraintes de toutes les facettes peuvent étre déterminées par la connaissance du tenseur

des contraintes en un point.
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Tn (u) _________________ &(u)

FIGURE 3.1 — Composantes d’un vecteur contrainte.

Champ de déplacement.

Les déformations d’un objet sont mesurées & partir d’'une position initiale, qui est générale-
ment la position de repos de 'objet dans laquelle aucun force n’est appliquée a 'objet.

On définit alors le champ vectoriel de déplacement, généralement noté u qui est simple-
ment pour chaque point le vecteur reliant sa position au repos a sa position actuelle dans la

configuration déformée.

FIGURE 3.2 — Composantes d'un vecteur de déplacement.

Tenseurs.

Dans un certain nombre de domaines de la physique, il est nécessaire d’introduire 1’outil
mathématique des tenseurs. Trés souvent, lorsqu’on parle de tenseur, on veut dire champ de
tenseurs.

On se place dans un espace de dimension d, avec en général d = 2 ou d = 3. On considére

une quantité physique, disons a, décrite par un tenseur de rang n, que ’on note
Aijk...

otl les n indices ¢, 7, k... prennent des valeurs entre 1 et d. Cela signifie que le nombre minimum
de quantités scalaires (= de nombres) nécessaires pour décrire complétement cette quantité
physique est d".
Quelques exemples:

— La température T' en un point est décrite par un nombre unique. C’est un scalaire, et

donc un tenseur de rang 0, puisque 3° = 1. Aucun indice n’est nécessaire.
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— La vitesse 7 est un tenseur de rang 1, car il est nécessaire d’avoir 3' = 3 nombres (les
projections de 7 selon les 3 axes) pour décrire entiérement 7 Il suffit d’un indice,
disons 7, et ’on note 1; ce tenseur.

— Les dérivées spatiales de la vitesse forment un tenseur de rang 2; en effet, il est

nécessaire d’avoir 32 = 9 nombres pour décrire toutes les combinaisons de dérivées

8Ui
81']‘ ’
Les tenseurs peuvent étre utilisés dans des bases quelconques, cependant, on n’utilisera dans

spatiales. Ce tenseur, trés utile en mécanique des fluides, est noté G;; =

le cadre de ce cours que la base des coordonnées cartésiennes en dimension d = 3, avec
1 = 1,2,3 correspondant aux coordonnées x,y, z. Dans une telle base, un tenseur de rang 2
peut se représenter comme une matrice d X d (ici 3 x 3), les lignes étant numérotées par ¢ et

les colonnes par j.

Tenseur des déformations.

Pour représenter les déformations du matériau, on définit en chaque point un tenseur des
déformations, noté € qui est symétrique d’ordre 2 servant a décrire 1'état de déformation

local résulte de contrainte (efforts internes).

Tenseur des contraintes.

Le tenseur des contraintes, noté o est également une matrice 3 x 3 symétrique. C’est tout
comme le tenseur des déformations, une approximation de ce qui se passe en chaque point

de matériau.

Tenseur d’élasticité.

Le tenseur d’élasticité est un objet mathématique utilisé en élasticité. C’est un tenseur

symétrique d’ordre 4 noté A.
Frottement.

Le frottement est une force s’opposant aux mouvements d’un corps en contact avec un autre
ou la force opposée a celle qui est a 'origine du mouvement. Un frottement est dit sec, si le

contact est direct entre les deux corps.

Frottement statique de glissement.

Le glissement décrit un mouvement relatif entre deux éléments en contact. Lorsque du glis-

sement, il y a du frottement (frottement de glissement).

Un corps reposant sur un autre et sollicité au glissement par une force tangentielle a leur
surface de contact, ne commence son glissement qu’a partir d’'une valeur de cette force dite

"frottement statique ".
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Elasticité linéaire.

La notion d’élasticité s’intéresse exclusivement a la déformation illustré dans la figure sui-

vante.

— | MN =1l MN |

Action d'une contraine

FIGURE 3.3 — Déformation d’un corps élastique soumis & une contrainte.

L élasticité étudie les déplacements, les déformations et les contraintes dans un solide soumis
a des forces extérieures.
Nous adopterons les hypothéses suivantes:
— Le matériau est homogeéne (il a les mémes propriétés en tout point) et isotrope (en
un point donné, il a les mémes propriétés dans toutes les directions).
— Le comportement du matériau est linéaire (les relations entre les contraintes et les
déformations sont linéaires) et élastique (le solide reprend sa forme initiale dés que

les forces appliquées sont supprimées).

3.3 Probléme physique d’élasticité linéarisée

Dans cette partie, nous présentons les équations du probléme statique d’élasticité linéa-
risée avec conditions aux limites de contact unilatéral avec frottement de glissement. Nous
commencons par présenter le probléme sans contact ni frottement. Ensuite, nous définissons
les deux conditions de contact et de frottement tout d’abord d’une maniére classique puis

nous donnons le probléme complet qui sera la base de tout la suite.

3.3.1 Probléme d’élasticité linéarisée

Nous nous limitons au cas d’un solide élastique frottant sur une surface rigide plane im-
mobile pour simplifier la présentation.
On considére un solide élastique qui occupe l'ouvert Q@ C R?, (d = 2,3), de frontiére suf-
fisamment réguliére OS2 constituée de trois parties ouvertes disjointes I'p, 'y, ¢ telles que
mes(I'p) > 0 et I'ensembles I'p, 'y et I'c forment une partition disjointe de 0f, illustré

dans la figure suivante.
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FIGURE 3.4 — Corps élastique {2 en contact frottant avec une fondation rigide.

Les notations classiques des problémes d’élasticité sont utilisées ici, on note:

— Le champ des déplacements:

u=u(x,t) = (u(z,1t)): Qx[0,T] — R,
tels que [0, T] lintervalle de temps, T > 0 et i = 1,...,d.

— Le tenseur des déformations linéarisées :

1 1
e: QA x[0,T] — S%et e(u) = gij(u) = §(Vu + Viu) = §(uw + uji),

g;“, et S? 'espace des tenseurs symétriques de second ordre dans R?
J

tel que u,;; =

(i.e., Pespace des matrices symétriques d’ordre d).

— Le tenseur des contraintes :

o: Q% [0,T] —S* et o(u) = oy(u).

Le corps est soumis a une densité de forces volumiques dans (), par exemple son poids et a
une densité de forces surfaciques sur I'y.

Le champ de déplacement est connu sur la partie de mesure non nulle I'p. La partie 'y
est soumise a une condition de Neumann, I'p est soumise a une condition de Dirichlet et
la partie restante I'c est la zone de contact avec ou sans frottement entre le corps et une

fondation rigide plane.
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3.3.2 Probléme d’élasticité sans contact ni frottement

Pour un probléme d’élasticité sans contact ni frottement, le déplacement u : Qx[0,T] —

R¢ du corps satisfait aux équations suivantes :

div o(u) + fo =0, dans Q  (Equation d’équilibre) (3.4)
o(u) = As(u), dans Q (3.5)
u =0, sur I'p  (Condition de Dirichlet) (3.6)
o(u)n = fa, sur I'y  (Condition de Newmen) (3.7)

ou fp représente la densité de force volumique (une force ramenée au volume dans lequel elle
est appliqué), fo désigne les forces surfaciques imposées sur I'y, n est la normale unitaire
sortante de  sur 0f), A est le tenseur d’élasticité du quatriéme ordre et div représente
_ Ooyj

Popérateur divergence div o = (0y;) tel que oy;; = 52
J

Notons par u = (u;), i = 1,d le vecteur de déplacement, (aijin), i, 7, k, h € 1,d les compo-

santes du tenseur A et par o = (0y5), 1,] = 1,d le tenseur de contraintes, tel que
aij(u) = aijkh&m(u).

L’équation (3.4) représente I’équation d’équilibre & laquelle on ajoute la relation de compor-

tement et les conditions de Dirichlet et Neumann.

Le cas symétrique.

Dans le cadre de D'élasticité linéaire, le tenseur des déformations est relié au tenseur des

contraintes par la loi de Hooke généralisée. On a
o = 2ue(u) + Atr(e(u))l (3.8)

ol A et u sont des coefficients de lamé et satisfaisant A > 0 et > 0 et tr(e(u)) est le tenseur

de trace de £(u)
tr(e(u)) = ei4(u),

et I représente le tenseur d’identité (la matrice d’identité) sur RY.

Par les composantes, I’équation (3.8) s’écrit
Oij = 2/11813' (U) + )\Eii(’lj/)(sij,

ol d;; est le delta Kronecker, i.e.,
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3.3.3 Probléme d’élasticité avec contact et frottement

Dans cette partie, nous spécialisons les conditions de contact et de frottement d’un corps

élastique en contact frottant avec une fondation rigide plane.
3.3.3.1 Conditions de contact

Nous passons maintenant & la description de diverses conditions sur la surface de contact
I'c, ce qui sont divisées naturellement dans la direction normale et ceux qui sont dans la
direction tangentielle. Pour les décrire, nous désignons par u,, et u, les composantes normale

et tangentielle du déplacement u sur la frontiére, elles sont données par
Up = UN, Uy = U — UpT. (3.9)

Nous désignons également par o, et o, les composantes normale et tangentielle du tenseur

de contrainte o, telles que
on(u) = (o(u)n).n, o.(u) =oc(u)n —o,(u)n, (3.10)

oll o, représente le frottement sur la surface de contact I'c.

Pour donner un sens a la décomposition précédente, on suppose que I'c est de régularité

C'. On suppose aussi qu’il n’ya pas de distance initiale entre le solide et la fondation rigide.
3.3.3.2 Conditions de Frottement de glissement

L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par
o.(u) =0.

Cette facon de voir le contact implique que la force de contact tangentielle est nulle dans la
zone de contact. On est dans le cas d’un glissement parfait, cette force tangentielle est non

nulle dans la plupart des contacts réels.

Sur la surface de contact I'¢, le frottement de glissement est modélisée par les conditions

suilvantes
or(u) < g([ul), siu=10

(3.11)
o) = —gllu)y,  siuA0

tel que g: 'c — R, est le seuil de frottement.
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3.4 Modéle mathématique du probléme physique

Nous commencons par fixer quelques notations.

Notations.
1. La notation ”.” représente le produit scalaire dans ’espace R?, ce qui nous permet
d’écrire
w = ww;, ||[v|| = (v.0)Y? pour tout u = (u;), v = (v;) € R%

on note aussi
divt = 111 + oo avec T = (1i(x1,xa,t), T2(x1, X2, 1)) (3.12)

or 7= (7(x1,22), To(x1,72))

Vv = (v1,v9) avec v =v(xy,T2,t) or v=v(xy,xs). (3.13)
2. La notation ||.|| représente la norme Euclidienne dans l'espace S¢, on a
0.7 = oy, ||7I| = (1.7)Y% pour tout o = (o), T = (1;;) € S%.

Maintenant, nous supposons que

e Les forces volumiques fy dans €2 et les forces surfaciques fo sur I'y sont de la forme

suivante
fo = (O, 0, fo) avec f() = fo(l’l, X9, t)l Q % [O,T] — R, (314)

f2 = (0,0, fg) avec fg = fg(l’l,l'g,t)Z FN X [O,T] — R. (315)

e Par la suite, nous supposons que fy et fy engendrent une déformation sur le corps avec

un déplacement u qui est indépendant de x3, tel que
u = (uy,ug,u3) = (0,0,u) avec u = u(xy, z9,t): Q x [0,7] — R. (3.16)
Et le tenseur des déformations e(u) est donné par

1
e(u) = (gi5(u)) avec ;;(u) = 5(“2; +u,,), i,j€1,3.

Tel que

donc tre(u) = 0.
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e Comme le matériau dans cette partie est supposé élastique, on peut écrire son loi de

comportement de la maniére suivante.
o(u) = 2ue(u) + Mtre(u))l (3.17)

tels que A et p sont des coefficients de Lamé, tre(u) = €;;(u), I le tenseur d’identité
sur R%. On obtient

0 O Mu,l 0 0 013
o(u)=2ps(w)=| 0 0 pus [=| 0 0 o (3.18)
pug puz 0 o31 03 0

¢’est-a-dire
013 =031 = HU .
023 = 032 = UU .

donc la loi d’équilibre sera écrite comme suit
div (o(u)) + fo = 0. (3.19)
Tel que divo(u) = (0y5,). Alors on a

o11,1 + 0122 + 0133 =0,
O91,1 + 0222 + 0233 = 0, (3.20)

0311 + 0329 + 0333+ fo = 0.

Comme u et fy ne dépendent que des variables x1, xo et p = p(x1, z5). Il découle de
(3.18) que les deux premiéres équations de (3.20) sont satisfaites de fagon identique.

De plus, la derniére équation dans (3.20) devient
o311 + 0322 + fo = 0.
D’autre part, on a
Vu = (uy,us),

donc
pVu = (w1, pu ),
d’ou
div (uVu) = div (pu g, pus) = 0311 + 0320

Alors I’équation (3.19) devient

div (uVu) + fo =0 dans Q. (3.21)
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e Conditions de Dirichlet et Neumann.
Nous décrivons maintenant les conditions sur la frontiére 9. Nous supposons que les

déplacements sont bloqués sur la frontiére T'p, ainsi (3.16) nous donne

u =20, dans I'p,

ce qui est la condition de Dirichlet.

Soit n le vecteur normale unitaire sur 0€2. Nous avons
n = (ny,n2,0) avec n; = (x1,22) : 00 — R, i=12. (3.22)
On désigne par 0,u la dérivée normale du déplacement, donnée par
Opu = Vu.n = uing + ugng (3.23)
avec les notions ci-dessus, on a les égalités suivantes

T.n = TNy + ToNa,
(3.24)

T.VU = Tiv1 + TV 2.

A partir de (3.18), (3.22) et (3.23), on obtient le vecteur o(u)n = (o;;n;) tel que

0 0 AT ni 0
o(u)n = 0 0 pus ny | = 0
pug ptys 0 0 MU+ i oNo
0 0
o(u)n = 0 = 0
uNVun (1O U
c’est-a-dire que
o(u)n = (0,0, udpu). (3.25)

Maintenant nous utilisons (3.7), (3.15) et (3.25), pour obtenir

0 0
o(u)n = 0 =l 0
/Lﬁnu f2

donc pd,u = fo sur I'y. Ceci est la nouvelle forme de la condition de Neumann.
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e Conditions du frottement de glissement.
Nous décrivons maintenant la condition de frottement. D’abord a partir de (3.16) et
(3.22), nous déduisons que le déplacement normal disparait w, = 0, ce qui montre
que le contact est bilatéral, c’est-a-dire que le contact est conservé pendant toute la
durée du processus.
En utilisant maintenant (3.16), (3.18), (3.13) et (3.22) nous conclurons que

u, = (0,0,u), op(u) =0, o,(u)=(0,0,ud,u) (3.26)

Nous pouvons maintenant décrire les principales conditions de frottement. Nous sup-
posons que le frottement est modélisé par les conditions (3.11) ci-dessus sur I'c. En
utilisant (3.26) et (3.11), il est simple de voir que les conditions de frottement du
glissement deviennent
|uOnu| < g(lul), st u =0
(3.27)

u .
:uanu: _g(|u|)Ma Slu%o'

La fonction g est une fonction donnée.

Maintenant, d’aprés ce que nous avons ci-dessus, le probléme d’élasticité avec contact et

frottement du glissement (Pop) est le suivant.

Probléme Por. Trouver le champ de déplacements u : 2 — R, tel que

([ div(uVu) + fo =0, dans Q
u =0, dans I'p
P,
(Fer) 1o u = fo, dans 'y
’ﬂanu| < g(\u|)7 st u =0,
. ] dans '
| = —glu)s, sia o,
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3.4.1 Quelques hypothéses

Pour étudier le probléme Popr, on suppose que le coefficient de Lamé satisfait
e L>®(Q) et existe p* > 0 tel que p(x) > p* ppx e Q. (3.28)

Nous supposons dans ce qui suit que les forces volumiques de densité fy et les forces surfa-

ciques de densité f, satisfont
fo € L*(Q), fo€ L*(Ty). (3.29)
On suppose aussi que le seuil de frottement ¢ satisfait ce qui suit
ge L>*(T¢) et g(x) >0, ppxelc,

et

(

(a) ¢g:T¢ — Ry.

(b) 3L,>0, telque

(3.30)
lg(|z1]) = g(lz2))| < Lglwy — @2, Vi, 25 € Te.

| (¢) 2+ g(x) est Lebesgue mesurable sur I'c.

3.4.2 Formulation variationnelle

On va transformer le probléme physique au cas mathématique nous trouvons une inéqua-
tion quasi-variationnelle. Pour Présenter la formulation variationnelle de probléme (PCF),

nous introduisons I'espace fonctionnel suivant.
V={veH(Q):v=0surIp}.

tel que mesT'p > 0, (V,< .,. >) est un fermé dans H'(Q), ce qui est un espace de Hilbert

associée au champ de déplacement v muni du produit scalaire

<Uu,v >y= /Vu.Vv dr, Vu,velV.

Q

De plus, la norme associée est définie par
[[vllv = [|[VV||p2p2, Vv eV (3.31)

cette norme est équivalente a la norme usuel de ||.||g1(q). Par le théoréme de trace du Sobolev

on déduit qu’il existe une constante positive ¢y > 0 satisfait

HUHLQ(FC) < CvHUH\/, Yv e V. (332)
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Nous rappelons la formule de Green|4], pour tout 7 = (11, 72) € H'(Q2)? par I’équation

/T~Vv dx—i—/dz’vTvdx:/(T.n)v da, Yve HYQ)

Q Q T

telque '=0Q =TcUTl'p UTly.

Par la suite, nous définissons la forme bilinéaire a: V x V. — R et la fonctionnelle

j:V xV — R, par les égalités suivantes

a(u,v) = /uVu -Vudz, Vu,veV (3.33)
Q

j(u,v) = /g(|u|)|v| da, Yu,veV (3.34)
NG}

et comme V et un espace de Hilbert alors d’aprés le théoréme de représentation de Riez, il

existe un unique élément f € V', tel que

< f,v >V:/fov d:c—l—/fgv da, YveV (3.35)
Q I'n

ol fo € LQ(Q) et fz € LQ(FN)

Avec ces notations, on peut passer d’un probléme d’élasticité avec contact et frottement au
probléme quasi-variationnelle de type elliptique qui s’intéresse a trouver un élément v € V
tel que

a(u,v —u) + j(u,v) —jlu,u) > < fo—u>y Yoel.

Maintenant, nous allons présenter dans le Lemme qui suit la formulation quasi-variationnelle

du probléme élastique (Por).

Lemme 3.4.1. Supposons que le champ de déplacements u: 0 — R est une solution du

probleme élastique, alors uw € V' et de plus, u vérifiait le systeme suivant

a(u,v —u) + jlu,v) —jlu,u) > < fo—u>y YveV. (3.36)
Démonstration.
Supposons que le probléme mécanique (Por) admet une solution wu, telle que v € V' donc
uVu € HY(Q)?, et soit v € V. Nous multiplions 'équation div (uVu) + fo = 0 par (v — u),
on trouve que

div (pVu)(v —u) + fo(v —u) =0.
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En intégrant le résultat sur €2, on a

/div(uVu)(v —u) dzr + /f[)(U —u)der =0, YvelV.

Q Q

En utilisant la formule de Green, on trouve

/(,uVu)-V(v—u) dx:/fo(v—u) d:JH—/(uVu-n) (w—u)da, WweV

Q Q r

Par la notation (3.23), on a

(uVu)- V(v —u) de = [ folv—u)de+ | pou(v —u)da, VveV. (3.37)
/ [ ]

D’abord calculons I'intégrale /u@nu(v —u) da.

r
Puisque l'intégrale sur I' est divisé en I'p, 'y, ['¢ et chaque élément v € V' s’annule sur I'p.
Alors

Calculons l’intégral sur I'p:

Suivant le probléme (Por), on a u = 0 sur I'p. Donc

/u@nu(v —u) da = 0.

I'p

Calculons l’intégral sur I'y:

Suivant le probléme (Por), on a ud,u = fo. Donc

/ pdu(v — ) da = / fov — ) da.

I'n

Calculons l’intégral sur I'c:

Suivant le probléme (Pgr), nous pouvons montré que
pOnu(v —u) = g(|ul)ul — g(lu])[v] sur Tc.

En effet,
Si u # 0. D’aprés le probléme (Pgr), on a

uanuw—u):—g(wr)%(v—u):—g<|u|>, -+l |>, |
— g(ul)ul - g<|u|>fjj’|

juv]
= [v].

D’autre part, on a uwv < |uv|, alors o
[ul = Ju]
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Donc
pOpu(v —u) = g(|ul)ul = g(|ul)[v].

Siuw=0.0n a aussi

(v — ) = (D)o > —|pdyullo].

D’aprés le probléme (Por), on a |ud,ul < g(Jul). Donc

posu(v —u) = —g(lul)|v]
= g(lul)|ul = g([ul)]v]

D’ou sur I'c, on a

[ oo ) da= [ otfudlul da - [ g(lupel da

e el el

En remplacant les résultats dans (3.37), on trouve

[ v v—wds+ [gudlel do= [ gublul da> [ oo do

INe; T'e

Q

+ /fg(’U —u) da.
I'n

En utilisant les relations (3.33), (3.34) et (3.35), alors on obtient

a(u,v —u) + jlu,v) — j(u,u) > < fo—u>y YveV.

Ce qui conclut la démonstration. [ |

3.4.3 Reésultat d’existence et d’unicité

Cette section comporte un résultat d’existence et d’unicité.

Théoréme 3.4.1. Supposons que (3.28) et (3.35) sont satisfaites. Alors, le probléme quasi-
variationnel sutvant :

Trouver u € V, tel que
a(u,v —u) + j(u,v) — j(u,u) > < ffo—u>y Yve. (3.38)

possede une seule solution u qui satisfaite (3.38).
Tel que, a(-,-) une forme bilineaire sur V associée au coefficient d’elasticité et j : VxV — R

la fonctionnelle décrivant de frottement.
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Démonstration.

Notons tout d’abord que la preuve de ce théoréme est basée sur des arguments et des pro-
priétés des inéquations variationnelles, quasi-variationnelles et les arguments du théoréme
de point fixe.

Nous commencgons par montrer les conditions suivante.

1. Continuité de la forme bilinéaire symétrique.

La forme a(-,-) vérifiant
a(-,-): V x V — R est une forme bilinéaire symétrique et
pour p € L>(Q2), on a

a(u,v) = /,uVu-VU dr  Vu,veV.
Q
Soient v et v € V, alors

la(u,v)| = < |l oo (@)

/ Vu - Vudx

Q

/uVu - Vo dz

Q

d’aprés (3.13), on a aussi

2

0] < =] [ Yo da
i=1

Q
2

— ||u||Loo(Q) Z/U’ﬂ]’i dl’

i=1 Q

en utilisant (3.2), on trouve
|a(u,v)| S ||M||Loo(g)| < Vu, Vv >L2(Q)2 ‘
et d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz et (3.31), on obtient

|au, V)| < [l oo @[ Vull 2@ IVl 2092

= [lull o=@ llullvo]lv
donc il existe M = ||p|| (@) > 0, tel que
la(u, )| < Ml[ullv[[olly,  Vu,veV.

D’ot la continuité de la forme a(-, -).
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2. Coercitive de la forme bilinéaire symétrique.
Pour € L*(Q2) et pour tout v € V, on a

a(v,v) = /,qu.Vv dz.

Par (3.13) et (3.28), on a

En utilisant (3.3) et (3.31) , on obtient

a(v,v) = p*[ V][22
= wlly, YveV.

Donc il existe m = p* > 0, tel que
a(v,v) >m|p|[}, VveV.

D’ou la coercivité de la forme a(-, -).

3. Maintenant, il reste & montrer la vérification des conditions (2.3) sur la fonctionnelle
j.
3-1 Convexité.

Supposons n € V' (fixé), t € [0,1] et v, v' € V, alors

JOnto+ (1— ') = / g(nD|to + (1 — '] da

<t [ galel da+ (1 =0) [ gl da

donc
j(777t7) + (1 - t>vl> < t](TZaU) + (1 - t>j(7771/)7 VU,U, € Vv? te [07 1]

D’ou la convexité de la fonctionnelle.
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3-2 Semi continuité inférieure.

Soit (v, )neny € V une suite d’élément de V, telle que pour tout n € N v, 7 v. Alors

)~ n,0)| = | / (1)l do - / o) o] da]

Et par (3.32), on a

J(n,vn)

Et comme

- | / (11| ~ [o]) da

< / gnD)|lval = Jo]] da
< / g(In)|v — v da
< ([ ata® aa) ([ ool aa) "

< gllzewe)llvn — vl|L2(0e)-

—3m,0)| < evllgllzwellvn =l

llon, —v||ly — 0, n — +o0.

Donc

lim inf j(n,v,) = j(n,v), VneV.

n—-+4o0o

En déduit que la fonctionnelle j(n,.) pour tout n € V, est continue donc elle est s.c.i

sur V.

3-3 Soient wuy, us, vy et vo € V, en utilisant (3.30) et (3.34), on trouve que

Jlua, va) = jlur, v1) + j(uz, v1) = juz, v2) = / l9(jur) = g(fual)] (Joa] = [v1])da

D’aprés (3.32), on obtient

j<U1,U2> - j(ulavl) ‘i‘j(Uz,Ul) - j(u2,’U2) < c%/LgHul - U2HV||711 - ’U2HV

Te

< /Lg|u1 — us||v1 — volda

< Lgl|us — U2HL2(FC)||U1 - U2||L2(Fc)-
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alors il existe a = ¢}, Lg > 0, tel que
J(ur, v2) — j(ur, v1) + 5 (uz, v1) — j(uz, v2) < allur —usllv[lor — vallv.

Utilisons le théoréme (2.2.2), il suit que le probléme élastique (Pp¢) admet une seule solution
u € V. Cette solution peut considérer comme étant la solution faible du probléme anti-plane
de contact.

Ce qui détermine la démonstration. [ |
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Conclusion

Ce travail concerne essentiellement 1’étude de quelques problémes aux limites gouvernés
par le systéme de Lamé de type elliptique linéaire qui modélisent les petites vibrations dans
un domaine ouvert borné et a frontiére réguliere I' de R? (d = 2,3). Les techniques
utilisées sont celles de la méthode de point fixe et des arguments des inéquations quasi-
variationnelles. L’objectif d’étudier les problémes aux limites de contact avec frottement
entre un corps déformable et une fondation dans un processus statique pour des matériaux
élastiques est de caractériser le comportement d’un corps déformable et de savoir comment
les forces qui sont appliquées & ce corps modélisent sa déformation, son mouvement, son

déplacement... Et comment réagit la surface de contact.
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