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INTRODUCTION GENERALE

Lors de I’étude des conditions d’optimalité pour des problemes de controle optimal, une
étape fondamentale est consacrée a ’analyse mathématique de ’équation d’état. Les difficultés
majeures sont généralement liées a l’existence, I'unicité et la régularité des solutions dans un
cadre fonctionnel adéquat. Si la solution n’est pas unique ot n’est pas ”suffisamment” réguliere,

établir des conditions d’optimalité peut s’avérer étre une tache difficile.

L’exemple type est considéré dans le premier chapitre de ce mémoire avec un probleme gouverné
par une équation de Navier-Stokes stationnaire. En effet, on ne peut généralement pas garantir
que la solution de I’équation de Navier-Stokes stationnaire est unique, a moins d’imposer des
restrictions sur la taille de la variable controle. Le méme type de probleme sera rencontré en
analysant des aspects a priori différents : la différentiabilité de 1’état par rapport au controle,
la solvabilité de I’équation linéarisée associée a I’équation d’état, ou encore celle de I’équation
adjointe. Pour plus détails sur ces aspects, voir par exemple [5], [6] et [7] ou des restrictions
sur I’ensemble des controles admissibles sont imposées. Dans 'approche considérée dans ce

mémoire, la restriction porte uniquement sur le controle optimal.

Ces difficultés étant principalement liées au terme convectif, on s’attendrait a les retrouver
quand on considere des problemes de controle gouvernés par une équation de Navier-Stokes
instationnaire. Si le cas tridimensionnel est encore hors de portée et reste un probleme ouvert,
le cas bidimensionnel (considéré dans le chapitre 2) peut étre completement étudié, et ce sans
imposer aucune restriction sur le controle. Ce type de probleme a été étudié dans [9]. Nous

obtenons le méme type de résultat, mais en suivant une approche quelque peu différente.
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Introduction générale

Dans chacun des deux chapitres, le plan est le suivant : nous commencons par présenter les
notations et les résultats auxiliaires nécessaires. Suit alors une analyse complete de 1’équation
d’état, de I’équation linéarisée, I’étude de la dérivabilité de 1’état par rapport au controle et,

finalement, 1’établissement des conditions nécessaires d’optimalité.
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CHAPITRE 1

CONTROLE OPTIMAL DES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES STATIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous étudions un probleme de controle optimal gouverné par un systeme

décrivant ’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible et donné par

—vAy+(y-V)y+Vp=u dans €,
V-y=0 dans €, (1.1)
y=20 sur I,

ol p est la pression, u est la densité massique de forces extérieures, v > 0 est la viscosité du

fluide, Q@ C R™ (n = 2,3) est un domaine borné de frontiere I.

L’objectif est d’étudier 'existence d’un controle optimal et d’établir les conditions nécessaires
d’optimalité pour le probleme de controle optimal suivant
Minimiser J(u,y) = %/ ly — yal® dz —1—%/ lul® dx
( P) Q Q
u € Uyg et (u,y) satisfait (1.1),
ou >0, yy € LQ(Q) est un champs de vitesse voulu, I’ensemble des controles admissibles U,

est convexe, fermé et non vide dans L?(().

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 1.1, nous présentons les notations, précisons le

cadre fonctionnel et rappelons certains résultats auxiliaires nécessaires pour la suite. La section



1.1. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

1.2 est consacrée a l’analyse mathématique de I'équation d’état. L’existence d’une solution
faible est établie en utilisant une méthode de Galerkin appropriée. Comme déja indiqué dans
I'introduction, I'unicité de la solution n’est garantie que pour des données suffisamment petits
(typiquement, nous avons une restriction sur le controle et/ou la viscosité). Dans la section
1.3, nous montrons que le probleme de contréle optimal admet au moins une solution. Dans
la section 1.4, nous étudions la solvabilité de I’équation linéarisée. Appliquant le théoreme de
Lax-Milgram pour établir I'existence et I'unicité de la solution, nous sommes amenés, encore
une fois, a restreindre les données du probleme pour garantir la coercivité de la forme bilinéaire
correspondante. (Les mémes aspects et les mémes difficultés seront rencontrés lors du traitement
de I’équation adjointe dans la section 1.6). Dans la section 1.5, la continuité lipschitzienne et
la dérivabilité au sens de Gateaux de l'application qui au controle associe 1’état sont analysés.
Ces aspects sont importants pour établir les conditions nécessaires d’optimalité, énoncées et

prouvées dans la section 1.7.

1.1 Notations et cadre fonctionnel

Dans ce chapitre, 2 est un domaine borné de R? (d = 2,3). La frontiere de € est notée I et
d
est de classe C?. Pour u,v € R? on définit le produit scalaire par u - v = > u;v;. On utilisera

=1
(f,9) = /f

Les espaces de Sobolev sont notés W#*?(Q) (k € Net 1 < p < +00) et leurs normes || - ||y
On pose WO?(Q) = ||-[|,- Pour p = 2, on pose W**(Q) = H*(Q) et || - [lwer = || - [+

Afin d’éliminer la pression dans la formulation faible du probleme étudié, nous considérons les

aussi la notation

espaces des champs de vitesse a divergence nulle H et V' définis par
H={vel?Q)|V-v=0dans Qet v-n=0sur '},
V={ve H}Q) |V -v=0dans Q},

ou n est la normale unitaire extérieure. Rappelons maintenant certaines inégalités classiques,

qui seront largement utilisées par la suite.

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Poincaré). I existe une constante positive Cp, dépendant de d
et de €, telle
Iylls < CrllVyl, — Vy € Hy(Q).



1.1. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

ot Cp est la constante de Poincaré.
Preuve. Voir par exemple [3], Chapitre 2. O

Lemme 1.1.2 (Inégalité de Sobolev). I eriste une constante positive C's, dépendant de d
et de €, telle
lylly < CslIVyll, Yy € Hy().

ot Cg est la constante de Sobolev.
Preuve. Voir par exemple [3], Chapitre 2. O

Lemme 1.1.3 (Inégalité de Young). Soient a,b > 0 et p,q €]1, 00| tels que %%—% = 1. Alors

alP b
ab < — + —.
p q

Nous terminerons la section signalant des propriétés notables liées a la forme trilinéaire b définie

par
by, p,w) = ((y- V) p,w).

Lemme 1.1.4. Soient w, ¢ € H}(Q) et y € V. Alors nous avons

b(y7(p7w) = _b(y7w790)7 (12)
b(y, ¢, ) = 0. (1.3)

Preuve. La propriété (1.2) est une conséquence de la propriété (1.3) lorsque nous remplagons

¢ par ¢ + w. En effet,

by, 0,0) = bly,o+w,o+w)
= by, p, @) + by, p,w) + by, w, ) + by, w,w).

Donc
b(?/? @, w) - _b(ya w, 90)

Pour prouver (1.3), il suffit d’appliquer la formule de Green

b(y,w,w)Z—/divysodx—/y-n-wds
Q T

et de remarquer que le second membre est nul pour y € V. O



1.2. EQUATION D’ETAT

1.2 Equation d’état

Nous allons établir des résultats d’existence, d’unicité pour 1’équation d’état et obtenir des

estimations a priori qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 1.2.1. Soit u € L*(Q). Une fonction y € V' est une solution faible de (1.1) si

v(Vy, Vo) + by, y,¢) = (u,¢)  pour tout ¢ € V.

Lemme 1.2.1. (Voir le lemme 9.53.1 dans [3]) Soit P une fonction continue de R™, m > 1,

dans lui-méme telle que pour un certain R > 0
PC-¢>0 pour tout ¢ € R™ tel que |¢| = R.
Alors, il existe (o € R™, |(o] < R tel que Py = 0.

Théoreme 1.2.2. Soit u € L*(Q). Alors le probléme (1.1) admet au moins une solution faible

yu € V et lestimation suivante est satisfaite

1Vyall, < Cplil (1.4)

v ?
ot Cp est la constante de Poincaré.

Preuve. La solution correspondante est construite grace a la méthode de Galerkin, en utilisant
un développement dans une base appropriée. Suivant [8], il existe un ensemble de fonctions
propres (w;); C VN H?*(Q2) du probleme

—Aw; + Vp; = \jw; dans (2,

V-owj=0 dans €, (1.5)

wj =10 sur I'.

Ces fonctions forment une base pour V et une base orthonormée pour H. Pour tout m € N,
nous notons V;,, 'espace vectoriel engendré par les m premieres fonctions propres (wj)s,... m. Le

probleme approché est défini par

Chercher y,, = Z Cimw; solution de
i=1 (1.6)

V(Vymaij) + b(ymaymawj) = (U,Wj) 1 S] S m.



1.2. EQUATION D’ETAT

Nous divisons la démonstration en deux étapes.
Etape 1. Solvabilité et estimation a priori. Soit m € N fixé et considérons ’application

P: R™ — R™ définie par

ol Y, = Z Cimw;. 11 est clair que P est continue. Prouvons alors que P(¢) - ¢ > 0 si [(] est
i=1
suffisamment grand. On a

I
NE

P(C) - ¢ P(C);Cim

J

I
—

s

1(Vﬁhmmvwﬁ*4ﬂ%mymW%)—(%“W)Qm

=V (Vym, \V4 <§: ijw])) -+ b (ym,ym, i ijwj> — <u,
=1 =1 j

=V ||Vym||§ + b(ymvymvym) - (u7ym)

NFE

Il
—_

ijwj>

2
=V [|Vymlly = (w ym) -
Utilisant I'inégalité de Holder et de Poincaré, et le fait que

m
Z CimWwi
i=1

2 m m
2 =1

1,j=1

il vient que

PO) ¢ 2> v IVyml3 = [l lomll,
> &yl = luly lym
= Nyl (& llgmlls — Il
= I¢l (& I¢1 = llull,)
— 400 quand || = 4o0.

Ceci implique qu'il existe une constante positive R tel que P(¢)-¢ > 0 pour tout ¢ € 9B(0, R) et,
d’apres le lemme 1.2.1, il existe €2, € R™, [¢%] < R tel que P2 = 0. La fonction y,,, = >_ 2 w;

i=1
satisfait donc

v (vyma ij) + b(ymuymawj> - (U7Wj> =0

pour tout 1 < j < m. Autrement dit, y,, est solution du probleme (1.6).



1.2. EQUATION D’ETAT

Multipliant alors (1.6) par ¢}, et sommant, nous obtenons

v ||vym||§ - (%?Jm) - b(ym7ym7ym) = (%?Jm) .

Utilisant I'inégalité de Holder et de Poincaré, on obtient

2
VIVymlly < flully lymlly < Crllully [Vymll,

et donc
IV ymlly < 2 [lull, - (1.7)

Etape 2. Passage a la limite. Prenant en compte I'estimation uniforme (1.7), il vient qu'’il existe
une sous-suite, indexée par m pour simplifier, et y € V tel que

Ym — y faiblement dans H; ().
Prenant en compte I'injection compacte de HJ(€2) dans L*(©), nous en déduisons que

Ym —> y fortement dans L*(Q).

Considérons le terme convectif. Des arguments classiques montrent que

10 (Y, Ym>wi) = 0 (¥, v, wi)| <10 Y — Yy Y, wi)| + 10 (Ys Y — ¥ wj)|
=10 (Ym — ¥s Ym-wj)| + | =0 (¥, w0, Ym — y)|
< (IVymlls lwslly + N9l 1Vw5115) N9 — yll4 -

Prenant en compte (1.7) et les résultats de convergence précédemment établis, nous déduisons
que
m b (g, Yy wy) = by, y,05)

Passant alors a la limite dans (1.6), il vient que y satisfait
v (Vy, Vi) + by, y,wj) = (u, w))
et par densité
v(Vy, Vo) +b(y,y,0) = (u,0)  VoeV.
Autrement dit, y est une solution faible de (1.1). O

Si l'existence d’une solution faible de I'équation d’état (1.1) est garantie, I'unicité de cette
solution ne peut-étre obtenue que si 'on impose des restrictions sur la taille de la variable

controle. Plus précisemment, nous avons le resultat suivant.



1.3. EXISTENCE D’UN CONTROLE OPTIMAL

Proposition 1.2.3. Soit u € L*(Q0). Il existe une constante k1, dépendant de d et de Q uni-

quement, tel que si

% lull, < 1, 08
alors (1.1) admet une solution faible unique.

Preuve. Supposons que (1.1) admet deux solutions 7, y2 et posons y = y; — yo. 1l est facile

de voir que y satisfait

v(Vy,Vo) +b(y,y1,0) +b(y2,y,6) =0 VoeV.

En choisissant ¢ = y on obtient

vIIVyll; = =0 (4 91.9) = b (42, 9,9) = =b (y,41,9)

et en utilisant l'inégalité de Holder, 'inégalité de Sobolev et l'estimation (1.4), il vient que

Vylls <V P v Vyll;

vVl < IVilly lylly < C51IVully VYl

K 2
< 2l [Vl
ot k1 = CpC%, Cs étant la constante d’injection de HJ(2) dans L*(Q). Par conséquent, si
=5 full, > 0

alors nous avons nécessairement que ||Vy||, = 0. Utilisant I'inégalité de Poincaré, il vient que

llyll, = 0. Donc y = 0, i.e. y1 = yo. O

1.3 Existence d’un controdle optimal

Théoréme 1.3.1. Supposons que Uuq est borné dans L*(Q)) ou que X\ > 0. Alors le probléme

de contréle optimal (P) admet au moins une solution.

Preuve. Soit (ug, Y )r C Usg X V une suite minimisante. Comme (uyg ), est uniformément bornée
dans I'ensemble convexe fermé Uy, il existe u € U,y et une sous-suite, que 'on indexera par k
pour simplifier, qui converge vers u pour la topologie faible de L?*(€2). De I'autre coté, prenant

en compte le théoreme 1.2.2, nous obtenons

Vg < Cpleale,



1.4. EQUATION LINEARISEE

et donc (yg)r est uniformément bornée dans V. Il existe y € V et une sous-suite, que 1'on
indexera par k pour simplifier, qui converge vers y pour la topologie faible de V. Utilisant les
résultats de compacité dans les espaces de Sobolev, nous déduisons que (yy ), converge fortement

vers y dans L*(€). Il vient alors que pour tout ¢ € V, on a

=10 (yk = ¥, Yk &) + 10 (y, &5 96 — y)

< (IVurlly 101y + Nyl [V Elly) llye = vl

— 0 quand k£ — 4o00.

Prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la limite dans la formulation

variationnelle correspondante a yy,

v (vyk7v¢) + b(ykayka ¢) = (uk7 ¢) \V/Q§ S V7

on obtient
v(Vy, Vo) +b(y,y.¢) = (u,9)  VoeV

autrement dit (u,y) satisfait (1.1). Grace a la continuité et a la convexité de J, nous déduisons

que J est semi continue inférieurement pour la topologie faible et
J(u,y) < limyint J(u, y) = inf(P).

Ceci montre que (u,y) est une solution de (P). O

1.4 Equation linéarisée

Afin d’établir les conditions d’optimalité, nous avons besoin d’analyser 1’équation linéaire

suivante
—vAz+ (2 V)yu+ (- V)z+ Vp=w  dans Q,

V-z2=0 dans Q, (1.9)

z=0 sur I,

ot u € L*(Q), y, € V étant une solution faible de (1.1) et w € L*(Q).

Définition 1.4.1. Soit w € L*(Q). Une fonction z € V est solution faible de (1.9) si

v(Vz, Vo) +b (2,4, ¢) + b(yu, 2,0) = (w,¢) VoeV.



1.4. EQUATION LINEARISEE

Proposition 1.4.1. Soit u € L*(Q) satisfaisant (1.8) et soit y, € V unique solution faible
de (1.1) correspondante a u. Pour w € L*(Q), le probléme (1.9) admet une solution unique

Zuw € V. De plus, ’estimation suivante est satisfaite

IV 2Zuwlly < £ (lully) wlly

oty L est définie par L(t) = —£2Y

ki’
Preuve. Considérons la forme bilinéaire définie par
B(z1,22) = v (Vz1,V22) + b (21, Yu, 22) + b (Yu, 21, 22) -

Prenant en compte le lemme 1.1.4, on a

B(z,2) =v|Vzlls+b(2,5u 2) + b (Y, 2, 2)

= v ||V2|5 + b (2, Yu, 2) VzeV.
De l'autre coté, en utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Sobolev et en prenant en compte
I'estimation (1.4), on obtient
16 (29 2)| < MNV3lly 1215 < CE IVl 1V215 < 55 llully [V2]]5 -

Il vient alors que

B(z,z) > (V - /{1%> V2|3 (1.10)

v
et B est coercive sur V car u satisfait (1.8). Prouvons maintenant la continuité de B. Des

arguments similaires montrent que
b (21,4 22) + b (21,22 < Nl 199l Nzl + Hgally (920 D221l
< 265 [[Vally [Vyully [V 2]
< 2&1@ V215 [V 22,

<20 ||V, [ V22l V21,2 € V.
Par conséquent
|B (21, 22)| < 3v ||V, [V, -
La forme bilinéaire B étant continue et coercive sur V' x V', en appliquant le théoreme de Lax-

Milgram, nous déduisons que le probleme (1.9) admet une solution unique z,,, dans V. Prenant

en compte (1.10), on obtient

(v = a2} IV20ll} < B (s 20) = (0, 200)

v

<Cp ||w||2 ||Vzuw||2

ce qui donne le résultat. O



1.5. CONTINUITE ET DERIVABILITE DE L’ETAT PAR RAPPORT AU CONTROLE

1.5 Continuité et dérivabilité de I’état par rapport au
controle

Nous allons commencer par établir des résultats relatifs a la continuité lipschitzienne (locale)
de I’application qui au controle associe I'état. Ces résultats seront utiles pour I'analyse ultérieure

des conditions nécessaires d’optimalité.

Lemme 1.5.1. Soient ui,uy € L*(Q) avec uy vérifiant la restriction (1.8), et soient y,, et Y,

les solutions faibles de (1.1) correspondantes. Alors ’estimation suivante est satisfaite

IV Yy = us)lly < £ (Juzlly) [lua = w2l

ou L est définie dans la proposition 1.4.1.

Preuve. Notons y et u les différences y,, — yu, €t w3 — us. Prenant en compte la formulation

variationnelle de (1.1) pour u; et us, il vient que

v (Vy, Vo) + b (Yurs Yurr ®) — b (Yuzs Yurs @) = (u,¢) Vo eV

Choisissant ¢ = y, et utilisant le lemme 1.1.4, on obtient

VIVYIE = (1) = b Wuys Yuys ¥) + b Gy Yuns )
= (uay> - b(yayuwy) .

Comme

|(w, ) < lully lylly < Cpllully [[Vyll,

et
16 (Y, Yz )] < (Vs 15 9117 < S [lually 93 < & Jlusll, [ Vyll5

nous déduisons que
(v = s 22 ) | Vyll, < Cplull,

Ceci complete la preuve. O

A présent, nous nous intéressons a la dérivabilité de 1’état par rapport au controle. Pour u, w
dans L*(Q) et p €]0, 1] soit u, = u + pw. Soit y, la solution unique de (1.1) correspondant a u

et soit 7/, la solution unique de (1.1) correspondant & u,. Dans le reste de la section, et afin de

10



1.5. CONTINUITE ET DERIVABILITE DE L’ETAT PAR RAPPORT AU CONTROLE

simplifier la notation, nous utiliserons y, au lieu de y,,. Posons z, = WTW. Substituant dans

la formulation faible correspondante, il vient que

v (Vzp, Vo) 4+ b (2p, Yus §) + 0 (Yp. 2, ) = (w, ¢) (1.11)
pour tout ¢ € V.

Proposition 1.5.2. Soient u,w € L*(Q) avec u vérifiant la restriction (1.8). Alors 'estimation

suivante est satisfaite
IVzolly < L (fJull2) lwll, ,

ou L est définie dans la proposition 1.4.1.
Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 1.4.1. O

Proposition 1.5.3. Soient u,w € L*(Q) avec u vérifiant la restriction (1.8) et soit z la solution

de (1.9) correspondant a y =y, et w. Alors Uestimation suivante est satisfaite
IV (2, = 2)ll, < Chp,
ou C dépend uniquement de 0, v, n, ||ull, et [|w]|,.

Preuve. Prenant en compte (1.11) et la formulation faible correspondante & z, on peut voir

que x, = 2, — z satisfait
V (VX0 VO) + b (Xp Yus @) + 0 (Yp = Yu 29, @) + 0 (Yus X, 9) =0 VO E V.
Choisissant ¢ = ¥, il vient que
VIVl = =0 (s Yus Xo) = 0 (Up = Yus 21 Xo) -
Grace au théoreme 1.2.2 et a la proposition 1.4.1, on obtient

2
10 (Xps Yus Xo) + 0 (Up = Yus 205 Xo) | < IIXolls 1 VYully + 1yp = vall, 1V 2015 11X,
u 2
< m 2|y 12+ C2 L (Jull2) 1V (5 — 9u) 15 1V Xl -

Par conséquent, il vient que

(v = m142) 195, < CE Ll 19 (o = ),

et grace au lemme 1.5.1, on obtient finalement

(v = w12 Y 95, < (L (fulla)? ]l p

Ceci complete la preuve. O

11



1.6. EQUATION ADJOINTE

1.6 Equation adjointe

Soit u € L*(Q) satisfaisant (1.8) et soit y, € V la solution faible de (1.1) correspondant &

u. Nous sommes intéressés par la solvabilité du systeme adjoint
A+ (V) ¢ = (yu- V) + Vp=f dans Q,
V-y=0 dans 2, (1.12)
Yv=0 sur [

ou f € L*(Q).

Définition 1.6.1. Une fonction 1) € V' est une solution faible de (1.12) si

v(VY, Vo) +b(d yu, ) + b(yu, 6,0) = (f,0) VeV

Proposition 1.6.1. Soit u € L*(Q) satisfaisant (1.8) et soit y, € V' la solution faible de (1.1)
correspondant & w. Pour f € L*(Q), le probléeme (1.12) admet une solution unique 1 € V. De

plus, 'estimation suivante est satisfaite

IVl < £ lull2) £l

ou L est définie dans la Proposition 1.4.1.

Preuve. L’existence et I'unicité d’une solution, ainsi que l’estimation a priori, peuvent étre

obtenues par des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de la proposition 1.4.1. O

1.7 Conditions nécessaires d’optimalité

Le résultat principal de ce chapitre sera énoncé et démontré dans cette section.

Théoréeme 1.7.1. Soit (u,y) une solution de (P) un contréle optimal avec u satisfaisant (1.8).

Alors il existe 1 € V, solution faible du probléme suivant
VA +(V)) &= (5 V) +Vp=g—ya  dans Q,
V-y=0 dans Q, (1.13)
Y =0 sur I,

tel que
(¥ + Aa,v—u) >0 pour tout v € U,g. (1.14)
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1.7. CONDITIONS NECESSAIRES D’OPTIMALITE

Preuve. Pour p €]0,1] et v € Uyq, soit u, =+ p(v — @) € Upg, Yp = Yu, €t 2, = y’f?g. Il est

P

clair que (u,,y,) est admissible pour (P) et donc on a

lim w >0 Vo€ Uy (1.15)

p—0t

De l'autre coté, de simples calculs montrent que

o 2 2 _ 2 2
J(up,yp) = J(@,5) = 51y — yalls + 5 lwlls = 5 115 — wall; — 5 llall3
_ _ 2 2 _ 2 2
=51 wo =) + @ = ya)lls + 5 llup — @ +ally = 5 17— vall, = 5 lall;
02 o 2 _
=y —3ll3+ Wp — 9,5 — va) + 3 lup — all; + A (u, — @, )
et donc

J(up,yp)—J(a,g — - 2 —112
Lty 200 pyp)p D — (20,5 = ya) + A (v =@, @) + § 1zll; + 5 o —all5. (1.16)

Grace a la proposition 1.5.2 et a I'inégalité de Poincaré, nous savons que la suite (z,), est bornée
dans L?(2). D’autre part, grace a la proposition 1.5.3, elle converge fortement dans L*(£2) vers

Zy, la solution de I’équation linéarisée suivante
—VvAz+2-Vy+y-Vz+Vp=v—1u dans €,
V-z=0 dans €2,
z=0 sur I'.
Prenant alors en compte (1.15) et passant a la limite dans (1.16), nous obtenons
(Zo, ¥ —ya) +A(v—1u,u) >0 Vv & Uy. (1.17)

Considérons maintenant ’équation adjointe (1.13). D’apres la proposition 1.6.1, ce probleme
admet une solution faible unique ¢ € V. Posant ¢ = 1) dans la formulation variationnelle

correspondant a z,, on obtient
v (VZ, V) + b (2, 5,9) + b (9,20, 0) = (v—1,¢) .
Choisissant alors ¢ = Z, dans la formulation variationnelle correspondant & v, on obtient
v (Vi,Vz) +b (20, 9,0) +b (9, 2,%) = (5 — ya, 7) -
Combinant les deux identités, nous déduisons que
(v=a,9) = (7~ ya %) -

La conclusion vient en substituant dans (1.17). O
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CHAPITRE 2

CONTROLE OPTIMAL DES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES INSTATIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité pour un probleme
de controle optimal gouverné par un systeme décrivant I’écoulement instationnaire d’un fluide

incompressible et donné par

( %_yAy+(y'V)y+VP:“ dans Q x (0,7),
V-y=0 dans Q x (0,7),
(2.1)
y=0 sur I' x (0,7),
\ y(0) = yo dans €2,

ou p est la pression, u est la densité massique de forces extérieures, v > 0 est la viscosité
du fluide, yy une condition initiale donnée,  C R? est un domaine borné de frontiere I, et

T > 0 est un temps fixé. Nous notons I U'intervalle (0,7, @ le cylindre espace-temps €2 x I et
Yx=Ix1.

L’objectif est de controler le systeme via une force mécanique conduisant la vitesse du fluide

vers un état donné. Plus précisément, on considere le probleme de controle optimal suivant

Minimiser J(u,y) = %/ ly — yal® dxdt—l—%/ lul® dzdt
(P) Q Q

u € Uyg et (u,y) satisfait (2.1),
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2.1. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

olt A >0, yg € L*(Q) est un champs de vitesse voulu, 'ensemble des controles admissibles Upg

est convexe, fermé et non vide dans L?(Q) et yg € L*(9).

Meéme si les techniques utilisées pour 'analyse des équations aux dérivées partielles associées
sont différentes, le plan de ce chapitre est similaire a celui du chapitre précédent. Dans la section
2.1, nous présentons les notations, précisons le cadre fonctionnel et rappelons certains résultats
auxiliaires nécessaires. La section 2.2 est consacrée a l’analyse mathématique de 1’équation
d’état. L’existence d’une solution faible est établie en utilisant une méthode de Faedo-Galerkin
appropriée. Contrairement au cas stationnaire (et au cas tridimensionnel instationnaire), I'uni-
cité d’une solution faible peut étre établie sans restriction sur le controle. Nous établissons
aussi des résultats de régularité et montrons, sous des conditions de régularité naturelles des
données, que la solution de I’équation d’état est en fait une solution forte. Cette propriété est
fondamentale lors de ’analyse numérique de 1’équation d’état et de I’équation adjointe associée,
ou lors de I’établissement des conditions suffisantes d’optimalité. Des estimations de stabilité

lipschitzienne sont aussi établies dans cette section.

Une approche similaire est appliquée dans la section 2.3 pour étudier la solvabilité de I’équation
linéarisée. La dérivabilité au sens de Gateaux de ’application qui au controle associe 1'état est
analysée dans la section 2.4. Dans la section 2.5, un changement de variable approprié per-
met de passer d'un probléeme avec condition terminale a un probleme avec condition initiale.
L’équation adjointe est alors ramenée a une EDP aux propriétés similaires a celles de I’équation

linéarisée. Finalement, les conditions nécessaires d’optimalité sont établies dans la section 2.6.

2.1 Notations et cadre fonctionnel

Si O est un ouvert, nous noterons D(O) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur O a support compact. Afin d’éliminer la pression dans la formulation faible du probleme
étudié, nous considérons les espaces des champs de vitesse a divergence nulle H et V' définis
dans le Chapitre 1. L’espace H est équippé du produit scalaire (-, -) induit par L*(2). Le produit
de dualité entre 1'espace V' et son espace dual V"’ est noté (-, ). Nous rappelons que H, V et V'

forment un tripet de Gelfand
Ve H=H <V
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2.1. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

i.e. espace de Hilbert H est identifié avec son dual H', V' étant dense dans H avec injection

continue. Une conséquence des identifications précédentes est que
(u,v) = (u,v), ue Huvelv. (2.2)

On notera L*(I; X) I'espace des fonctions de carré intégrable définies de I dans X et muni de

1
ol 2, = ( JALCIR dt) |

De méme, L>(I; X)) est Pespace des fonctions essentiellement bornées définies de I dans X et

la norme

est muni de la norme

[Vl] oo 1,x) = esssup [lu(®)] x -
tel

L’espace C(I; X) des fonctions continues de I = [0, 7] dans X est muni de la norme

[0l rxy = sup [[o(®)]] -
tel

Afin de gérer les dérivées par rapport au temps, on considere ’espace
W) ={vel(L;V)|%eL*;V)}

muni de la norme ||U||W(I) = ||v||L2([;V) + H%”L?([;\//

réflexif et qu’il satisfait les propriétés énoncées ci-dessous.

) I1 est bien connu que W (I) est un espace

Lemme 2.1.1. L’espace W (I) s’injecte continiment dans C(I; H) et on a la formule d’intégration

par parties suivante

/ot <a%(:),v(s)> ds + /Ot <a%(ts),u(s)> ds = (u(t),v(t)) — (u(0),v(0)) (2.3)

pour tout u,v € W(I), t € I. En particulier, on a

t t
/0 (24 u(s)) ds = 3 (Ju®)F = u(O)]) = 3 / < uls)|l3 ds (24)
pour tout u € W(I) ett € 1.

Preuve. Voir le lemme 1.2, p. 261 dans [8].

De plus, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1.2. Soient u et g sont deux fonctions dans L*(I; V). Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes
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2.1. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

- Pour toute fonction ¢ € D(I), on a

/ u(tyy () dt = — / g(ty(t) dt.

1 1

- Pour tout w € V', on a

g (w,w) = (g, w)

dans le sens des distributions.

Preuve. Voir le lemme 1.1, p. 250 dans [8]. O

En plus des inégalités classiques déja énoncées au Chapitre 1, nous aurons besoin de I'inégalité
d’interpolation donnée ci-dessous. Valable seulement en dimension 2, elle permet de garantir
I'unicité de la solution faible pour le probleme de Navier-Stokes et joue un role primordial dans

I’analyse de la régularité de cette solution.
Lemme 2.1.3 (Inégalité d’interpolation). On a
L1 1
llly < 27 [lvll3 IVoll; - Vo € Hy(Q). (2.5)

Nous énoncons maintenant des résultats utiles pour 'analyse de la régularité de la solution
faible. Soit P : L?(2) — H l'opérateur de projection de Helmholtz et posons A = —PA. Tl est
bien connu que P est un opérateur linéaire et borné et qu’il est caractérisé par 1’égalité Pv = v,

ou v est donné par la décomposition de Helmholtz
v="10+ V1, veH et ¢eHY(Q).
Lemme 2.1.4. Soit v € V N H?(Q). Alors l’estimation suivante est satisfaite
[0l g2 < CfAv], .

Preuve. Il suffit de remarquer que v € H2 NV est solution du probléme de Stokes suivant

—Aw+ Vp =Av dans Q,

div w =10 dans €2,
w =10 sur I'.
L’estimation est alors une conséquence directe des résultats de régularité classiques. |

Nous terminons cette section en rappelant le lemme de Gronwall.
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2.2. EQUATION D’ETAT

Lemme 2.1.5. Soit n une fonction positive absolument continue sur I telle que

n'(t) < o(t)n(t) +9(t) pptel,

ou ¢ et sont des fonctions positives intégrables sur I. Alors

n(t) < exp ( /0 tng(s)ds) (n(()) + /0 tw(s)ds) el

2.2 Equation d’état

2.2.1 Existence, unicité et régularité

L’analyse du probleme de contréle optimal nécessite une étude approfondie de la solvabilité
de I'équation d’état. Des résultats d’existence, d'unicité et de régularité des solutions faibles

correspondantes feront I'objet de cette section.

Il convient de rappeler d’abord que les notions de ”solution forte” et "solution faible” pour
les équations aux dérivées partielles instationnaires peuvent inclure des concepts différents,
dépendants du contexte (en particulier de la régularité des données), et que des définitions

précises sont donc nécessaires.

Considérons par exemple le cas ot yg € H et u € L*(I; V). Une fonction y € W(I) est une
solution faible de (2.1) si

L (y(t),9) + v (Vy(t), Vo) + b (y(t), y(t), ¢) = (u(t), ¢),
y(0) = wo,

est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V. Remarquons qu’au vu du Lemme 2.1.1,
la condition initiale y(0) = yo € H a un sens. Les résultats concernant l'existence et 'unicité

d’une solution faible y sont classiques. Ceci fera I'objet du théoreme suivant.

Théoreme 2.2.1. Soient yo € H et u € L*(Q). Alors le probléme (2.1) admet une solution

faible unique. De plus, les estimations suivantes sont satisfaites

191 o 15y < (ol + 5 Nullzq ) (2.6)
v

IVylloo < 75 (Ivolly + 5 lullzg ) (2.7)
v v

ou C est une constante dépendant de €2.
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2.2. EQUATION D’ETAT

Preuve. La solution correspondante est construite grace a la méthode de Faedo-Galerkin, en
utilisant un développement dans la base définie par (1.5) considérée au Chapitre 1. Pour tout
m € N, nous notons V,, I'espace vectoriel engendré par les m premieres fonctions propres

(Wi)1,...m €t Py, I'opérateur de projection orthogonale de H sur V,,. Le probleme approché est

défini par
)
Chercher y,,(t Z Gim (t)w; solution, pour 1 < j < m, de
=1
d (2.8)
dt (ym(t)7 wj) +v (vym(t)a ij) +b (ym(t>7 ym(t)v wj) = (u<t)7wj) )
L ym(()) = Yom
ol Yom = Pnyo. Il est alors clair que (yom),, converge vers yo dans H et que ||Yomll, < ||v0ll,-

Les fonctions g;,,, sont des fonctions scalaires définies sur I et (2.8) est, relativement & ces fonc-

tions, un systeme différentiel non-linéaire avec des coefficients constants et avec une condition

initiale en t = 0. En effet, pour tout j =1,--- ,m
D (Wi, w5) G (8) + v (Vewi, Vwy) gim () + D b (wi, Wiy w;) Gim (£ g (£) = (u(t), w;)
i=1 ik=1

ce qui donne le systeme non-linéaire suivant

Mg, (t) + Ngm(t) + Bgm(t)gm(t) = F(t)

gm(o) = Yom
o, pour tout 1 <7,7 <m
M;j = (wi,wj) (2.9)
Nij =V (Vwi, ij) y (210)

w)),; = Zwk b(w;, Wk, w;),
k=1
Fy(t) = (u(t), w;)

Comme les éléments wy, - - - , w,, sont linéairement indépendants, la matrice M est inversible et

le systeme précédent est réduit a

I () + M TN g (t) + M~ Agpn(t)gm(t) = MTHF(1),
(2.11)
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2.2. EQUATION D’ETAT

Le systeme différentiel (2.11) admet une solution sur un intervalle [0, ¢,,,]. Sit,, < T, alors ||y ||,
doit tendre vers l'infini quand ¢ tend vers t,,. Les estimations a priori que nous allons montrer
dans la suite impliquent que ce n’est pas le cas et, par conséquent, que y,, est défini sur tout

lintervalle 1.

Le reste de la preuve sera divisé en quatre parties. En premier lieu, nous établissons des es-
timations H' par rapport a la variable espace. Nous passons ensuite & la limite, démontrons

I'unicité de la solution et établissons les estimations a priori.

Etape 1. Estimation a priori dans L>(I; H)N L*(I; V). Multipliant (2.8) par g;,, et sommant,

nous obtenons
24 (lymO3) + v 1V Ol = W), ym () = b G (E), ym (1), Y (1))
= (u(t), ym (1)) < lu(®)lly [lym (@), -

Utilisant alors I'inégalité de Poincaré et l'inégalité de Young, il vient que

24 (lym@®)3) + v VY @l3 < C @)l I Vym®)lly < % 1VYm(®)]]3 + £ [lu@)]
et donc
4 ([lym@®3) + v I Vym®)l5 < < ul@)]l; -

En intégrant cette inégalité entre 0 et s (0 < s < T'), on obtient

lym ()13 Sllym(o)\|§+§/0 lu(®)ll; dt

2 2
< ||y0||2 + 5 ||u||2Q
ce qui implique que

2 2 c 2
sugHym(S)HQ < lwolly + 7 lullyq - (2.12)
sE

De maniere similaire, en intégrant entre 0 et T, on obtient
2 2 2 2
ym (T3 + v ||vym||2,Q < lyollz + £ ||u||2Q : (2.13)

La suite (¥,,)m est, par conséquent, uniformément bornée dans L>°(I; H) N L*(I; V).

Etape 2. Passage a la limite. D’apres les étapes précédentes, la suite (ym,)m est bornée dans
L>=(I; H) N L*(I; V). 11 existe alors une sous-suite, encore indexée par m, une fonction y €

L>(I; H) et une fonction y* € L*(I; V) tel que

lim y, =y faible® dans L>(1;V), (2.14)

m—o0
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2.2. EQUATION D’ETAT

lim vy, =y* faiblement dans L*(I; H*(Q)). (2.15)
m— 00

De (2.14) et (2.15), nous déduisons en particulier que

lim [ (g(t) o(t)) dt = / (u(t), olt)) dt

m—-+00 I I

et

Jim [ e de = [ @0, 00) @t

pour tout ¢ € L*(I; H) et donc y = y* € L>(I; V) N L*(I; H*(R)).

e Des arguments classiques montrent que pour tout ¢ € V/

|b (ym(t)v ym(t>7 ¢) - b(y<t)7 y(t)u ¢)|
= [0 (ym (1), ym (t) — y(£), &) + b (ym(t) — y(t), y(t), )|

= [=b(Ym (1), @, ym(t) = y (1)) + b (ym(t) = y (1), y(1), 9)|
< (lym@lly Nym (@) = yOll4 [V, + [lym () =yl VY @)ll2) 1]l
< CUIVyn@Olly + IVy@ll2) ym (&) =yl 191 g1

L’injection de H'(2) dans L*(2) étant compacte, grace a (2.15) et (2.12), il vient que pour
tout ¢ € D(I) on a

/(b (Um (L), ym (1), @) = 0 (y(t), y(t), 9)) ¥(t) dt

1

< C (I99mllog + 19 l0) 1m = ¥l 2oy 18l 10l — 0 quand m — +oc.

e Remarquons alors que (2.8) implique que

—/(ym(t%wa’)@b'(t) dt+/(V (Vym(t), Vaw;) + b(ym (t), ym (1), w;)) ¢(¢) dt

I 1

- / (ut), ;) (8) dt + (gomsw;) ¥(0) Vi € D(—o00,T).

Prenant en compte les résultats de convergence précédents et passant a la limite, nous obtenons

= [ WO e ®de+ [ ©Ta0. V) + bly).u(0.0) v d

1 I

= /(u(t),wj) WP(t) dt + (yo,w;) 1(0) Vi) € D(—00,T).

I

21



2.2. EQUATION D’ETAT

Arguant par densité, il vient que

- [ w0 de+ [ @ Tu0.96) + o0, 0) v d

1 I

— [0 v dt+ (0 0)00) W€ Do T) et VoV (2.16)

I
Choisissant ¢ € D(I), nous obtenons ’égalité suivante (prise dans le sens des distributions)

& W(t),0) +v (Vy(t), Vo) +bly(t),y(t),¢) = (u(t),d) Vo eV. (2.17)

e Prouvons maintenant que y(0) = yo. Multipliant 'identité précédente par ¢ € D(—o0,T) et

intégrant par parties, on obtient

/ (y(1), &) /(1) di + / (v (Vy(t), V) + bly(t), y(t), &) (t) dt

1 1

- / (u(t), &) () dt + (4(0), 6) .

I
Comparant avec (2.16), on obtient

(4(0) = yo,¢) ¥(0) = 0.

Choisissant v telle que ¥ (0) = 1, il vient que y(0) = ypo.

e Reste a prouver que % € L*(I;V"). Soit Ay la forme linéaire définie par

(Ay(t), o) = (Vy(t), Vo)  VoeV.

Il est facile de voir que Ay est une forme continue dans L?*(I; V). De méme, soit By la forme
linéaire définie par

(By(t),¢) =b(y(t),yt),s)  VoeV.

Utilisant (2.5), pour tout p € L*(I; V) on a

/ <By<t>,so<t>>dt\ _ ]— / b<y<t>,w<t>,y<t>>]
< / ly@I2 V(0] dt
< v2 [ 1ol 1950l V60 d

<C ||y||L°°(I;H) ||y||L2(I;V) ||90||L2(1;V) :

22



2.2. EQUATION D’ETAT

Par conséquent, on obtient

HByHLQ(l;V’) = sup
YEL2(I;V)
HLPHL2([;V)§1

=IO dt\ < O Wllisqrrn Wl o,

I

montrant ainsi que By € L*(I;V'). Vu que y satisfait (2.17), utilisant (2.2), on obtient

(y'(t),9) = (u(t) —vAy(t) — By(t),¢)  VoeV

et comme u — v Ay — By € L*(I; V'), d’apres le lemme 2.1.2, on déduit que % e LA(I; V).

Etape 3. Unicité. Soient y; et ys deux solutions faibles de (2.1). Alors y = y; — y» satisfait

(242,6) + v (Vy(0), V0) + b (y(0),11(1),0) + b (1a(t),y(1), ) =0 Vg€ V.

En posant ¢ = y(t), et prenant en compte le lemme 2.1.2 et le lemme 1.1.4 on obtient

s [yl + v IIVy @) = = (y(1),1(t), (1))
D’apres l'inégalité (2.5) et I'inégalité de Young, on a
126 (), 31 (), 98D < 2 [yl IV Ol V5Dl
< 2v||Vy@)ll; + 5 Vs (0] ly @)1l

et par conséquent
2 2 2
Flly®O15 < S IV lv@)ll; -

De simples calculs montrent que cette inégalité est équivalente a

& (o0 (32 [ 19012 ) o)) <o

Intégrant entre 0 et ¢, on obtient

exp (71 / t Hwh(sm%) IO < 92 =0

et donc |ly(t)|l2 =0, i.e. y1 = Y.

Etape 4. Estimations a priori. Les estimations (2.6) et (2.7) sont une conséquence directe de

(2.12) et (2.13). O

Il est connu que la régularité des données implique la régularité de la solution faible. Par
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2.2. EQUATION D’ETAT

exemple, si yg € V et u € L*(Q), alors la solution est forte dans le sens que y € L>(I;V) N
LY(I; H*(Q)), % € L*(I; H) et

(249, 6) + v (Vy(t), V) + b (u(1), (0), ) = (u(t), 6)

y(0) = yo

(2.18)

pour tout ¢ € V' et pour presque tout ¢t € I. Ce type de résultat est particulierement intéressant
pour 'analyse des conditions suffisantes d’optimalité ainsi que pour 'analyse numérique des

EDP intervenant dans le probleme de controle (i.e. équation d’état et équation adjointe).

Théoréme 2.2.2. Soient yo € V et u € L*(Q). Alors le probléme (2.18) admet une solution

forte unique.

Preuve. Nous considérons la base des valeurs propres définie dans la preuve du Théoreme
2.2.1. Le probleme approché est défini par

(

Chercher y,,(t) = Zgim(t)wi solution, pour 1 < j < m, de

i=1
Oym, 2.19
(220, 0)) + 0 (Vy(8). V) + b (0. 90 (0).0) = (w(B)0), )
L ym(o) = Yom
ol Yom = Pnyo, P, étant dans ce cas I'opérateur de projection orthogonale de V' sur V,,. On a

alors que (Yom),, converge vers yo dans V' et que |[Yom|| ;1 < ||[yol| g L'existence d'une solution
approchée, ainsi que les estimations correspondantes dans L*(I; H) N L*(I; V), est obtenue

comme précédemment. Le reste de la preuve est divisé en trois étapes.

Etape 1. Estimation dans L>(I; V) N L*(I; H2(2)). Observons que

(22, 305) = ng (wi, Agey) ng (Ves, Veoy) = (5 Vym(t), Vi)
De maniere similaire, on a
(Vym(t), AiVw;) = = (Aym(t), Ajw;) = (Aym(t), Ajw;) = (Aym (1), Aw;) .
Multipliant (2.19) par A;, on obtient

(%Vym(t)v ij) +v (Aym(t)vij) + b(ym(t)7ym<t)7ij) - (u(t>7ij)
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2.2. EQUATION D’ETAT

et donc, en multipliant par g;,(t) et en sommant, il vient que

(& VY1), V() + 1 [ Ay () + 0 (Y1), Y (), Ay (1) = (u(t), Ay (1)) -

Autrement dit
i (IV9mDO15) + 20 Ay ()l = 2 (ult), Ay (1)) = 2b (Yn(t), Yo (1), Aym(t))
Utilisant I'inégalité de Young, on obtient
12 (u(t), Aym(6)) | < 2[u®)l|2|Ayn @)z < §1AYm 012 + 2]lu®)]2-

De maniére similaire, en prenant en compte (2.5), on a

=25 (1), Y (6)s A ()] < 2119 (0) |4 [V (O] 1 Aim (D),
< Oyl 7m0l I (O] [ A (D),
— Ol ()13 V98 [ Agin(£)13
< LAy + G lym(®) 2 [ Vym ()3

Combinant (2.20)-(2.22), on obtient alors
VYO + v Ay @15 < 2 [u(®)ll3 + 5 19 O3 1VymO)]l5

L’inégalité de Gronwall implique

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

I90nltllE <o (& | (2 19 (o3 ds) (1915 + [ 2 () i)

<ep (G [ MmO IV ds ) (1900l + 2l o)

2 2 2 2
< P (G 1mll3oe o) V9mll30) (loll3 + 2 ull3 )

et donc

2 2 2 2 2
19 a2y < 5B (& Wl iz 1Vl ) (ol + 2 ull3g) -

(2.24)

Grace aux estimations (2.12) et (2.13), nous déduisons que (y,,)n est uniformément bornée

dans L*(I; V). De maniere similaire, intégrant (2.23) entre 0 et 7" donne
2 2
IVym (Tl + v [|Aymllaq
4
< 190 O+ 2l + & [ Ton(s) 1 IV s

2 2 2 2 2
< llyollz + 2 lulls g + 35 lymllzoe 122y 1VYmllo.0 1 V¥l 122) -
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2.2. EQUATION D’ETAT

Prenant en compte 'estimation énoncée dans le Lemme 2.1.4, nous déduisons que
2
v HymHL2(1;H2)
2 2 2 2 2
< C (Il + 2 1el3q + 3 Ml Emirin 19030 IVomlimgrs)) - (229

Les estimations (2.12), (2.13), combinés a (2.24), montrent que la suite (yy, )., est uniformément
bornée dans L>(I; V) N L*(I; H*(Q)).

Etape 2. Estimation de ag—:‘ dans L*(I; H). Multipliant (2.8) par ¢/, et sommant, on obtient

2
Oym Oym Oym
|22) " = (ult) = vhym(t), 250) — b (gnt), ym (), 252)
Oym
< (la@)lly + 2 1Ay (Ol + 19m Ol 179 (O11,) || 25 )
< C ()l + v lym (O llz + lym(8) 2) || 25
et donc
Bym 2
‘ Q) , < C (@l + v 19m @Ol + llym O 12) -
Intégrant entre 0 et 7', il vient que
122 < © (llg 2 il gy + a2 ) - (2.26)
Par conséquent, la suite (%)m et uniformément bornée dans L?*(I; H).

Etape 3. Passage a la limite. En prenant en compte les estimations précédentes, et grace a des
arguments identiques a ceux utilisés dans la preuve du Théoreme 2.2.1, on établit 'existence

d’une solution faible unique y satisfaisant
ye L=, V)N LAI; HQ)), % e L*(I;H).

Autrement dit, y est une solution forte de ’équation d’état. O

2.2.2 Estimations lipschitziennes

Nous allons établir des estimations relatives a la continuité lipschitzienne de 1’état par

rapport au controle.
Soient uy,us € L*(Q) et soient y; et yo les solutions respectives de (2.1).

Proposition 2.2.3. Soient uy,us € L*(Q) et soient yi, y» les solutions faibles respectives.

Alors 'estimation suivante est satisfaite

11 = ol oo gy + o1 = Yell 2y < Lllvolly + lluzlly) [l — w2y
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2.2. EQUATION D’ETAT

ot L : RY — R* est une fonction croissante dépendant seulement de Q, T et v.

Preuve. Soient y = y; — 2 and u = u; — us. Alors y est solution de

(2 —vAy+ (- V)y+ (Y- V) g+ Vp = —up dans Q,
Vy=0 dans @,
(2.27)
y=0 sur X,
[ ¥(0)=0 dans €.

Autrement dit, y satisfait la formulation variationnelle

(242, 0) +v(Ty(t),V6) = (u(t), d) = b (D), (1), 9) + b (ws(t), 12(1), 0)
= (ult), 8) = b (y(t),va(t). &) = b1 (1), y(1), 9)
= (ult), 8) = b (y(t),va(t). &) + b (w1 1), &, (1))

pour tout ¢ € V et presque tout ¢t € I. Choisissant ¢ = y(t) et prenant en compte le lemme
1.1.4, on obtient

Ayl + 20 [Vy@)5 = 2 (ut), y(1)) = 26 (y(1), y2(1), y(t)) - (2.28)
Les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Young impliquent que
2(u(t), y()] < 2[lu®)]l2lly(?)]2
< Cllu@)l2[[Vy(t)l2
< SIVyDl5 + S llu®)]l; -
De méme, grace a (2.5) et a I'inégalité de Young, il vient que
126(0(0), 32, 90| < 2 W OIZ VD)l
< 22 [ly(8) [, IV ()], IV (D)l
< 5IVy@l3 + Sly@ 31 Vy20)13.
Ces estimations, avec (2.28), donnent
d 2 2 _ ¢ 2 ¢ 2 2
a @l +vIIVy@ly < T lu@®llz + 5 ly@Ol: [[Vy(D)]]; -

Utilisant alors I'inégalité de Gronwall, on obtient

ol <eo ([ t%nvfyz(s)n%ds) (1o + [ 2 )

2 2
< exp (% HVysz,Q) 7 lullzg
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2.3. EQUATION LINEARISEE

et donc

2 2 2
iy < € exp (S 1Vl ul3q (2:29)

Finalement, en intégrant (2.28) entre 0 et 7', on obtient

ly(D)3 + v [Vy

2o =2 [ IOV dt + £l

2 2 2
5 1Yl 2 V2]l + 5 llullq - (2.30)

IN

L’estimation suit en prenant en compte (2.12), (2.29) et (2.30). O

Soient u,w € L*(Q). Pour 0 < p < 1, soit u, = u + pw une perturbation de Lagrange et

soient y, et y, les solutions faibles de (2.1) correspondant a u et w,, respectivement. Posons

— Yo~ Yu
= -

Zp
Afin d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité, on commence généralement par établir (si
possible) des estimations lipschitziennes similaires & celles obtenues dans la section précédente,
et ce afin d’estimer uniformément la suite (zp)p dans un cadre fonctionnel adéquat et prouver que
la limite correspondante z est la solution d’une équation linéarisée associé (la différentiabilité au
sens de Gateaux de I’application qui au controle associe I’état est étroitement liée a la solvabilité

de ce systeme). On introduit alors I’équation adjointe dont la solution 1 est liée & z via une

formule de Green et on établit les conditions d’optimalité.

Suivant cette logique dans ce qui suit, nous commencerons par étudier la solvabilité de I’équation
linéarisée correspondante. Nous analyserons ensuite la differentiabilité de u — y,,. Suivra I'étude

de I’équation adjointe et la preuve des conditions d’optimalité.

2.3 Equation linéarisée

Soient y € L2(I; H) N L*(I; V) et w € L?(Q) et considerons I'équation linéaire suivante

(%—yAz+z~Vy+y-Vz+Vp:w dans Q,
V-2=0 dans @),
(2.31)
z=0 sur X3,
[ 2(0) =0 dans Q.
Définition 2.3.1. La fonction z € W(I) est solution faible de (2.31) si
4 (:(1), ) + MV(1), V6) 4 b=(0),5(0).6) +b(u(0) 20 0) = (w(t).6)  (232)
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2.3. EQUATION LINEARISEE

est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V.

Proposition 2.3.1. Soient w € L*(Q) et y € W(I). Alors le probléme (2.31) admet une

solution faible unique.

Preuve. Nous considérons la base des valeurs propres définie dans la preuve du Théoreme
2.2.1. Le probleme approché est défini par

(

Chercher z,(t) = Z Gim (t)w; solution, pour 1 < j < m, de
i=1

< (22512, w5) + v (Vam(8), Vi) = b (zin(8), 5, 5(8)) + b (9(0), 2 (1), 05) = (w(t), ),

\ Zm(0) = 0.
(2.33)
Pour tout 5 =1,---.m
D (@i wi)gi(t) v Y (Ver, Vo) gim(t) + D blwi, y(£), w5)gom (1)
i=1 i=1 i=1
+ Z b(y<t>7 Wi, wj)gim<t> = (w(t)a wj)
i=1
ce qui donne le systeme linéaire a coefficients non constants suivant
Mg, (t) + (N + C(y(t))) gm(t) = H(?)
gm(0) =0
ou les matrices M et N sont données par (2.9) et (2.10) et on
H;(t) = (w(t),w;), 1<j<m.
Comme la matrice M est inversible, le systeme précédent est réduit a
I () + M™H(N +C(y(t))) gm(t) = M7 H(2) (234)

gm(0) = 0.

Le probléme (2.34) est un systeme différentiel linéaire & coefficients continus dans 7. Il admet

donc une solution définie de maniere unique sur /.

Le reste de la preuve sera divisé en deux parties.
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2.3. EQUATION LINEARISEE

Etape 1. Estimation a priori dans L(I; H)NL*(I; V). Multipliant (2.33) par g;,, et sommant,

nous obtenons

g
—~
~
N—
N
3
—
~
~—
~—
+
S
—
N
3
—~
~
N—
N
3
—~
~
N—
<
—~
~
N—
N—
|
S
—
<
—~
~
N—
N
3
—~
~
~—
[
3
—
~
N~—
N~—

s (lm@ll) + v V2@l = (

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré et de Young on a

2(w(t), zm (1)) < 2[lw(t)[l2]l2m () ]2
< Cllw®)l2 V2m ()]l
< Slw®l3 + 51 Van @)l

De méme, en tenant compte de (2.5), on obtient

12b(zm(£), y(t), 2 ()] < 2]z (O EIVY ()2
< 23|20 (1) 2] VY () 12 V2 (D) ]
< 5IVau 3 + S lzm@IBIVY @3-
Par conséquent, on a

iz + VIV @3 < Slw®)]3 + S lam @1 Vy@)3. (2.35)

Appliquant alors 'inégalité de Gronwall, on a

o3 Sam([f%ww@wzw)(mmmwé+A¥%w@ﬂ@w)

—ew (& [ 19u01as) ( [ futsiigas)

||Zm||%oo(1;L2) < %exp (%HV?JHSQ) HngQ

et donc

D’un autre coté, en intégrant (2.35) entre 0 et 7" on obtient
T T T
waﬂﬁ+u/nv%wﬁﬁswamﬁ+%/|mwﬁﬁ+§/“wammWMMWt
0 0 0

T T
:%A|W@Mw+%l|mam@wmm&ﬁ
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2.4. DERIVABILITE DE L’ETAT PAR RAPPORT AU CONTROLE

ce qui donne

V||Vzm||§,Q < QHng,Q + %||Zm||%°°(I;L2)||vy||g,Q'

v

La suite (z,), est alors uniformément bornée dans L*(I;V).

Etape 2. Passage a la limite et unicité. Les arguments sont exactement ceux utilisés dans la
démonstration du Théoreme 2.2.1. La seule différence notable concerne la convergence du terme

convectif mais peut-étre facilement gérée. O

2.4 Dérivabilité de 1’état par rapport au controle

Pour u,w dans L?(Q) et p €]0,1[ soit u, = u + pw. Soit y, la solution unique de (2.1)

correspondant & u et soit y,, la solution unique de (2.1) correspondant & u,. Dans le reste de

la section, et afin de simplifier la notation, nous utiliserons y, au lieu de y,,,. Posons z, = y"—p_y.

Substituant dans la formulation faible correspondante, il vient que

i (20(1),0) + v (V2p(1), VO) + b (2(t), yu(t), &) + b (yp(1), 2(t), §) = (w(t), 9) (2.36)
pour tout ¢ € V.

Proposition 2.4.1. Soient u,w dans L*(Q). Alors I'estimation suivante est satisfaite
“Zp”Loo([;H) + “Zp”m(];v) <L (HyOHQ + ||u||2,Q> [wlly,
ou L est la fonction définie dans la proposition 2.2.3.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.3. O

Proposition 2.4.2. Soient u,w dans L*(Q) et soit z la solution de (2.51) correspondant a

Yy =y, et w. Alors 'estimation suivante est satisfaite

120 = 2l oo (roary + 120 = 2l 12rv) < C,
ou C' dépend uniquement de 0, v, T, ||yoll,, |[ull, et ||w||,.

Preuve. Considérant (2.36) et (2.32), on peut facilement voir que x, = z, — z satisfait

% (Xp(t)a ¢) +v (pr(t), ng) +b (yu(t), Xp(t)a 925)

= p(w(t), ) =0 (Xp(t), yu(t), &) = b (yp(t) = wu(t), 2,(1), 6) Yo eV.
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2.4. DERIVABILITE DE L’ETAT PAR RAPPORT AU CONTROLE

Prenant ¢ = x,(¢), il vient que
2 2
i o1z + 20 VX, (@)l

= 2p (w(t) Xp(1)) = 2b (X (); 9u (1), X, (1)) = 20 (Yp(t) = yu(t), (1), X, (1)) - (2.37)

Des arguments similaires a ceux des sections précédentes montrent que

2p[(w (), xp ()| < 2p (@)l [Ixo(@)]ly < Collw@2 VX (@),
< £ 1Vxo(®)ll3 + S0 llw (D]l - (2.38)

De méme, on a
126 (o (), 9 (1), X ()] < 2 [ (O3 I V(D)

<C ||Xﬂ(t)||2 ||pr(t)||2 ||Vyu(t)||2
LIV x5 + S x5 1 Vyu ()15 (2.39)

IN

et

126 (4 (1) = 9u(t), 25(£), Xp ()] = [=2b (5 (1) = yu (), Xo(1), 2(1))]
< 21y, () = v (D1, 1V x5 112D
< LIV 5 + S 1yo(®) — g 120113
< Llyo(t) = v (Dl 1V @) = vy 1201, 1V 25D,
+ 2 VX ()5 (2.40)

Combinant (2.37)-(2.40), il vient que

i @l + v VX0l < S Fp ) + S I (0ll; [Vyu®): (2.41)

Ey(t) = p* lw®lls + 195(8) = 9l IV (5(8) = g5 12611, V2,0, -

Utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

nmw@Sew(AEMWm@mw)(MAwg+gAUq@@>

et donc
2
Mwmmwﬂs%mm%w%@@ﬂﬂwm&
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De méme, intégrant (2.41) entre 0 et 7', on obtient

2 2
AWM@Qs%[a@m&wmmmwmmw%mQ

Pour conclure, nous avons besoin d’estimer la norme de F, dans L'(I). On a

[E@Ms=ﬁwﬁg+[m%®—%@MW@N%mNMM%@MW%@Mﬂ

2

< p? lwllzq + llye — yuHLOO(I;H) IV (v, — yu)”z,Q ”ZPHLOO(I;H) HV’ZPHQ,Q :
Grace a la proposition 2.2.3, on a

2
19 = 9l ey 1V W = 9l < (E Ulgolly + )l — ull, )
2 2
= (L (llyolly + [lell2)” 2 [Jwlls g -
De méme, grace a la proposition 2.4.1, on a
2 2
||Zp||Loo(1;H) ”VZpHQQ < (L (lvolly + llully)) ||w||27Q'

Combinant ces estimations, nous déduisons que

[ Etrds < (Il + (L ll+ el ) o7,

Ce qui termine la preuve. O

2.5 Equation adjointe

Soit u € L*(Q) et soit y, la solution faible de I’équation d’état correspondante. Afin d’établir

les conditions d’optimalité, nous avons besoin d’analyser le systéme suivant

( —%—VAQZJ—I—(Vyu)Tw—(yu-V)¢+Vp:f dans Q,
V=0 dans @),
(2.42)
Yv=0 sur X,
| ¥(T) =0 dans €2,
ol f est une fonction donnée dans L?*(Q).
Définition 2.5.1. Une fonction ¢ € W(I) est une solution faible de (2.42) si
— 5 (W(),0) + v (V(t), Vo) + b (0, yu(t), V(1) + b (yu(t), 6, 0(1)) = (f(1),¢) (2.43)

W(T) =0

est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V.

33



2.5. EQUATION ADJOINTE

L’utilisation d’un changement de variable approprié nous permet de nous ramener a un probleme
avec condition initiale équivalent. L’existence d’une solution faible pour ce nouveau probleme

est alors prouvée en utilisant une méthode de Faedo-Galerkin classique.

Proposition 2.5.1. Soit u, f € L*(Q) et soit y, la solution faible de ’équation d’état corres-
pondante a u. Alors le probleme (2.42) admet une solution faible unique » € W (I).

Preuve. Observons en premier lieu que v est la solution du probleme avec condition terminale
si, et seulement si, la fonction z définie par z(t) = (T — t) est la solution du probleme avec

condition initiale suivant

(% YA+ (V5) 2= (fu- V) 2+ Vp=F dansQ,
V-z=0 dans Q,
(2.44)
z=0 sur X,
2(0)=0 dans Q,

ou u(t) = yu (T —t), p(t) = p(T' —t) et ft) = f(T —t). De maniere analogue, nous dirons
qu’une fonction z € W(I) est une solution faible de (2.44) si

4 (2(0),0) + v (V2(), Y0) + b (6, 3ult), (1)) + b (d(1), 6, 2(1)) = (F(1), )

2(0)=0
est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V. Dans le reste de la preuve, nous nous
intéresserons a la solvabilité de ce nouveau probleme. Considérant une fois encore la base des

valeurs propres définie dans la preuve du Théoreme 2.2.1, nous définissons le probléeme approché

correspondant comme suit

( m
Chercher z,,(t) = Zgim(t)wi solution, pour 1 < j <m, de
i=1

1 (Z52.0) + v (Tam(t), Ty) + b w5, (t), 2 (8) b Gult)s g2 (0) = (F0).15)

zm(0) = 0.

\
Pour tout j =1,--- . m
D (@i w)ghn () Y (Ver, Vo) gam () + D blws, Gult), wi)gim ()

=1 =1 i=1

+ Z b(Gu(t), wj, wi)gim (t) = (f(t)ij)
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ce qui donne le systeme linéaire a coefficients non constants suivant
Mgy, (t) + (N + D(7u(1))) gm(t) = G(2),
gm(0) =0,

ou les matrices M et N sont données par (2.9) et (2.10) et ou

(D(y))w = b<wj7 Y, wi) + b(y7wj7 wi) 1 é Za] S m,
Gy(t) = (F(t),w5) 1<j<m
Comme la matrice M est inversible, le systeme précédent est réduit a

I (t) + M7H(N + D(Gu(t))) gm(t) = M'G(2)

gm(0) = 0.

(2.45)

Le probleme (2.45) est un systeme différentiel linéaire & coefficients continus dans 7. Il admet

donc une solution définie de maniere unique sur 1.

Multipliant par g;,, et sommant, nous obtenons
5 (I2m®B) + v 19213 = (F(0): 2m() = b (2 (1), Gu(), 2 (1))
b (§u(t), 2m (), 2m(2))
= (F®).2n(0) = b (en(t), Gu(t), 7 (1)

Le reste de la preuve suit les mémes lignes que celles utilisees dans la preuve de la proposition

2.3.1 et sera omis. O

2.6 Conditions nécessaires d’optimalité

Le résultat principal de ce chapitre sera énoncé et démontré dans cette section.

Théoréme 2.6.1. Soit u € L*(Q) un contréle optimal et soit § 1’état correspondant. Il existe

W € W(I), solution faible du probléme suivant

(% VAD (VD) D~ (5 V) Vp=g—ya  dans Q.
V=0 dans @,
_ (2.46)
v=0 sur 3,

L W(T) =0 dans €2,

35
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tel que
T
/ (¥4 Aa,v—a)dt >0 pour tout v € Upg. (2.47)
0

Preuve. Pour p €]0,1[ et v € Uyg, soit u, = @+ p (v — @) € Uag, Yp = Yu, €t 2, = y%g‘ Il est

clair que (u,,y,) est admissible et donc, par définition, on a

lim At D >0 Yy € Uy, (2.48)

p—0t
De l'autre coté, arguant comme dans le premier chapitre, nous obtenons que
Tupp) T(05) £),5(t) — ya(t)) dt + A t) —a(t), u(t)) dt
5 = | (%), 5(t) —yalt)) dt + X [ (v(t) —u(t), u(t))
I I (2.49)

2 2
+5 2l + 5 v =l

Grace & la proposition 2.4.1, nous savons que la suite (z,), est bornée dans L?(Q). D’autre
part, grace a la proposition 2.4.2, elle converge fortement dans L?(Q) vers Zz,, la solution de
I’équation linéarisée suivante

(

%—VA2+Z~V§+§~VZ+VPIU—’@ dans @,
V-z2=0 dans @,
z2=0 sur X,
L 2(0)=0 dans €.

Prenant alors en compte (2.48) et passant a la limite dans (2.49), nous obtenons

/(zv(t),gj(t) b)) dt+ )\/('u(t) Ca).a)dt >0 Yo elw  (250)

I I
Considérons maintenant ’équation adjointe (2.46). D’apres la proposition 2.5.1, ce probleme
admet une solution faible unique ¢ € W (I). Posant ¢ = ¢(t) dans la formulation variationnelle

correspondant a z,, on obtient

& (Zu(), 9 (1) + v (VZ(1), VO (1)) + b (2,(1), 5(t), (1)) + b (5(t), Z(1), (1))

= (v(t) —u(t), (1)) .

Choisissant alors ¢ = 2,(t) dans la formulation variationnelle correspondant & 1), on obtient
4 _ ~ ~ o o _
i (). 20) +v (VE), VA1) + b (2(). 5(1), 0(1) + b (5(1), (), (1))

= (Y(t) — yalt), 2(1)) -
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Combinant les deux identités, nous déduisons que

24 (2u(6),0(1) — (v(t) —a(t), v(1)) — (5(t) — a(t), 2,(t)) = 0.

Intégrant entre 0 et 7' et prenant en compte le fait que (7)) = 0 et 2,(0) = 0, on obtient

/ (5() — ya(t), 2 (1)) dt = / (o(t) — a(t), () dt

1 1

et grace a (2.50), nous obtenons finalement

/(&(t) (), o(t) —a(t)) dt >0 Yo € Uy

Ceci termine la preuve. O
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