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Introduction

Au cours des dernieres années, il y a eu un intérét croissant a l'optimisation des problemes
bien-posés. Ce concept est pertinent pour le controle optimal et la stabilité analyse des problemes

découlant des calculs des variation et programmation mathématique.

Les premiers travaux concernant les problemes bien-posés ont été introduits par Hadamard
et Tykhonov. Apres, les auteurs dans [12], [13] ont développé la notion et la définition du

probleme bien-posés avec perturbation, et ils 'ont relie au controle optimal.

Dans [14], lauteur a étudié I’équivalence entre 'affinité sur les variations des controles et le
probleme bien-posé de Hadamard et Tykhonov, il a démontré que pour les systemes différentiels
ordinaires, I’affinité des trajectoires désirées, est une condition nécessaire et suffisante pour avoir
un probleme bien-posé. Le but de notre travail est I’étude d’un probleme de controle optimal
quadratique dans un espace de Hilbert, pour une équation différentielle non homogene avec
perturbation du premier ordre de la forme :

z(t) = Az(t) + B(t)u(t) + C(t)
(1)
z(0) =wv
ot A le générateur infinitésimal, B un opérateur, et v € D(A), et de trouver une équivalence

entre le probleme bien-posé et ’affinité de la perturbation par rapport au controle u.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres. Dans le premier, nous rappelons quelques
notions, définitions et théoremes que nous avons utilisés dans la démonstration de certaines

propositions et théoremes nécessaires.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnons un résultat d’existence de la solution pour une

équation différentielle du premier ordre de la forme :
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#(t) = Aw(t) + f(t, u(t))
z(0) = v,

(F2)

ot A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe uniformément continue avec H et U sont
des espace de Hilbert et f: [0,7] x U — H une application. Apres nous démontrons quelques

propriétés de la solution du probleme (P).
Dans le troisieme chapitre, nous définissons un probléme bien posé, puis nous étudions la
convexité et la Gateaux différentiabilité de la fonction quadratique :

jz* = fOT[< T — y*’P(x - y*) >p+<u-— w*,Q(u - UJ*) >U (t)dt]+ <
2(T) =, E@(T) = ¢*) >n .

et 2* = (y*,w*,¢*) e Z=L*(H) x L*(U) x H, et P, Q, et E sont des opérateurs .

Dans la derniere partie, nous étudions I’équivalence entre le probleme bien-posé et ’affinité

de la I'application f par rapport a la variable controle.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations

Soit Y et W deux espace de Banach on note par :
- Y* dual topologique de Y .
- Y™ DBidual de Y.
- o(Y,Y*) est la topologie faible sur Y.
- o(Y*,Y) est la topologie faible* sur Y*.
On note par :
- L(WY) Tlespace de Banach des opérateurs linéaires bornés de Wdans Y.
- L(W) l'espace des opérateurs linéaires continues de W dans lui méme.
- C([0, T],W) T’espace de Banach des applications continues définie de [0,T] dans W.
- CY([0,T],W) I'espace de Banach des applications continiiment différentiables définies de
[0,T] dans W.
- | .| valeur absolue
- — désigne convergence faible.
- — désigne la convergence forte.
- I application identité.
- FE, Ey, E5 des espaces vectoriels.
Soient H et U deux espaces de Hilbert.
- Z=L*H)x L*(U) x Het X =H x L*(U) deux espaces de Hilbert .
- Lp([O,TLW):{u(.) 10, T] — W, u(.) mesurable et f[O’T}Hu(t)det < —1—00}, muni de
la norme : [[u(t)ll, = (fo (D)7 dt) .
Soit w un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue .

- L'(w) l'espace des fonctions intégrables sur w & valeurs dans R.
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d(x,G) la distance entre x et I'ensemble G.

- < .,.> désigne le produit scalaire on crochets de dualité .

I Pélément unité d’algebre L(Y).

graphf est le graphe de la fonction f.

DJ(p) est la dérivée au sues de Gateaux de la fonction J en p.

Soit A un opérateur

A* est I'adjoint de I'opérateur A.
- D(A) domaine de A.

1.2 Quelques définitions et théoremes

Définition 1.2.1 (Espace de Banach) [11]

Soit E est un espace vectoriel, on dit que E est de Banach s’il est normé et complet pour la

distance associée a la norme.

Définition 1.2.2 (Produit scalaire) [11]

Soit E un espace vectoriel sur le corps R, et soit :

p:ExE—R

(z,y) — p(z,y) =< z,y > .

On dit que @ est une forme bilinéaire symétrique sur R

1) oz +y,2) =9, 2)+¢ly,2z) VryzeH,

2) o(x,y+2)=p(@,y) +o(x,2) Va,yzeH,

3) plazx,y) = ap(x,y) Ve,y,e H, VaeR
1) o(z,ay) = ap(z,y) Vo,y,e H, VaeR
5) ey, x) = o(z,y) Va,y € H,

On dit que o est définie positive :
1) p(z,z) =0 x=0
2) p(x,x) >0 Vo € R*.

St est une forme bilinéaire symétrique et définie positive, alors on dit que p est un produit

scalaire sur H.
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Définition 1.2.3 (Espace de Hilbert)[4]
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire < .,. >, alors si (E, < .,.>) est complet

pour la norme < x,x >2. On dit que (E, < .,.>) est un espace de Hilbert.
Définition 1.2.4 On appelle opérateur linéaire borné toute application linéaire continue.

Définition 1.2.5 (Adjoint d’un l'opérateur) [9]
Soient H, U deux espaces de Hilbert, et soit A € L(H,U) un opérateur linéaire borné, il un

unique opérateur A* € L(U, H) tel que, pour tout x € H et tout y € U,
<Au,v> = <u, A*v>, Yu € D(A)

A* est appelée l'adjoint de A.
A est dit auto-adjoint si A = A*.

Proposition 1.2.6 Soient H,U deuz espaces vectoriels, si A € L(H,U) et si A* existe, alors :
A* e L(U,H) et on a :

| A" loroy=Il A llow.m) -

Définition 1.2.7 (Topologie faible) [4]

Soit Y un espace de Banach, Y* son dual, et Y** son bidual et soit f € Y*. On désigne par
or 1 Y — R d’application définie par ¢¢(x) = <f,x>. Lorsque f décrit Y* on obtient une
famille (¢¢) fey= d’application de Y dans R. La topologie faible o(Y;Y™) sur Y est la topologie

la moins fine sur Y rendant continues toutes les application (¢f)fey=.

Proposition 1.2.8 Soit Y un espace de Banach, et soit (uy), une suite de Y. On a
(1) up = u pour o(Y,Y*) & < fiu, >—< f,u> pour tout f € Y* |

(17) St u, — u pour o(Y,Y*), alors || u, || est borné et || u || < liminf || u, |.

Définition 1.2.9 (Topologie faible*) [4]

Soit Y un espace de Banach, soit Y* son dual (muni de la norme dual)

Ifll= sup |<fa>|
zev;|f]<1

et soit Y** son bidual, c’est a dire le dual de Y*, muni de la norme

lell= sup | <, f>]
fev=lfl<t

La topologie faible* notée par o(Y*,Y') est la topologie la moins fine sur Y* rendant continues

touts les application (py)zey -
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Définition 1.2.10 Soit Y un espace Banach, Y** son bidual, on a une injection canonique
g1 Y — Y™ définie comme suit : soit x € Y fixé, application f —< f,x > de Y* dans R

constitue une forme linéaire continue sur Y*. On a donc,
< iz, f Sy y-=< f,x >y-y pour tout x € Y, pour tout f € Y.

Définition 1.2.11 (Espace réflezif )[4]
Soit Y un espace de Banach et soit g, linjection canonique de Y dans Y** on dit que Y est

réflexif si g1(Y) = Y**.

Définition 1.2.12 (I’espace LP ) [4]
Soit w un ouvert de RN, LY(w) l’espace des fonctions intégrables sur w & valeurs dans R. On

pose :

| £ =/, | f@)] dt.

Soit p € R avec 1 < p < 00; on pose

LP(w) ={f:w—R;f mesurable et | f [Pe L'(w)}.

On note

1f o= [f, 1 f(2) [P dt]?.
Telle que || . ||, est une norme.
Sip=2,ona

I f o= [, £C8) 2 ]2

Théoreme 1.2.13 (Théoreme de Fubini- Tonelli)[4]
Soient (Y, %1, 1) et (W, X9, v) deuz espace mesuré tel que les deuxr mesure sont o — finie. Si
f Y XW — R est mesurable pour ¥ ® Yo et positive sur Y x W, alors les application

r+— f(z,.) et y—> f(.,y) ainsi que les application

T — /va(Ly)dV(y) et y — /Yf(:r,y)du(x),

sont mesurable positives. On a de plus

Théoréme 1.2.14 ( Inégalité de Hélder )[4]
Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ l'exposant conjugué de p c’est a dire :

que f € LP et g€ L, alors f.ge L et [ | fg|<|| fllpll gl -

%—i—% =1, supposons
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Théoréme 1.2.15 [6]

Soit Y un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire fermé défini de FE dans Y. Si f et

A(/Efdt):/EAfdt.

Théoréme 1.2.16 Soit ¢ une fonction a valeurs réelles, définie sur Vs x (E|A), ou Vs est un

Af sont intégrables, alors

voisinage d’un point s € R, E = RF et A C E un sous ensemble p-négligeable. Si pour chaque
t € Vg, la fonction x — ¢(t, x) est p-intégrable sur E et si de plus, sur Vi x (E|A), la fonction

© admet une dérivée partielle par rapport a t vérifiant l'inégalité

1 %2042) 1< o)

ou g est p-intégrable et indépendante de t, alors la fonction
t— [ o(t,z)du(z),
est dérivable au point s et ['on a

& Jott.wyanta) = [ % 1, a)dne).

Théoréme 1.2.17 [8] Soit w un ouvert de RN, et soit un réel 1 < p < co. Le dual topologique

de LP(w) est Jid (w) ou p et p’ sont conjugué (% + z% =1).

1.3 Convexité

Définition 1.3.1 [§]
Soient [a,b] un intervalle de R, a < b, et f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est conveze

st pour tout t € [0,1], l'inégalité suivante est vérifiées

V(z,y) € [a,b]* = flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)

Définition 1.3.2 [3]
La fonction [ : [a,b] — R est dite strictement conveze, si l'inégalité de convexité est stricte

c’est a dire :
V(z,y) € [a,0]?, @ #y, VL]0, 1 fte + (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).

Définition 1.3.3 [§]
Un ensemble K CY est dit conveze si pour tout (z,y) € K? et tout t € [0,1]

tr+(1—t)y € K.
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Définition 1.3.4 Soit Y un espace de Banach, soit f : E — R. On dit que f est semi continue

inférieurement(s.c.i) au point a € E si et seulement si

liminff(z) > f(a).

r—a

Théoreme 1.3.5 Soient Y un espace de Banach, M un fermé convexe non vide de Y

et J: M w— R. SiJ est strictement convexe sur M, alors elle a au plus un minimum sur M.

Théoréme 1.3.6 [7]
Soit Y un espace de Banach réflexif, J:Y xY —| — 00, +00] une fonctionnelle convexe semi
continue inférieurement pour la topologie forte. Si (v, up))n est une suite de Y XY faiblement

convergente vers (v,u) alors

J(v,u) < liminfJ(vy,, u,).

n—> 00

1.4 Affinité

Définition 1.4.1 Soient E un espace vectoriel, C' un ensemble. On dit qu’une fonction

f: E— E est affine sur C si et seulement pour tout a,b € C, a # b, et t €]0,1] tell que
flta+ (1 —1t)b) =tf(a)+ (1 —t)f(b).

Lemme 1.4.2 Soit E; et Fy deux espaces vectoriels réels et f : Ey — FEy une fonction, telle

que le graphe de f est convexe, alors f est affine.

1.5 Gateaux différentiabilité

Définition 1.5.1 (Gdteaux différentiable) [8]

Soient E,F deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de FE, h vecteur de FE, si

Duf(w) = lim flw+th) - flw)

t—0 t

existe dans toute direction h de E. On dit que f est différentiable au sens de gateaux au point w

Théoréme 1.5.2 [§]
Soient Y espace de Banach réflexif, M un fermé convexe non vide de Y, J : M — R, une

fonctionnelle Gateauz différentiable sur M, on a J est convexe si et seulement si

V(ug,ug) € M x M : J(uy) — J(ug) >< DJ(ug), u; —ug > .
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Théoreme 1.5.3 (Inégalité d’Euler,cas conveze)[8]
Soient Y un espace de Banach réflexif, M un fermé convexe non vide de Y, et J : M —
| — 00, +00] une fonctionnelle Gateauz différentiable sur M.

Soit u = minyep (J(v)), alors

Yo e M :< D(J(u)),v —u>>0.

1.6 Ensemble de Cebysev

Définition 1.6.1 2]
Soit H un espace de Hilbert le sous ensemble G de H est de Cebysev, si pour tout point z € H,

il existe un point unique p, € G, tel que :
|z =yl > [lv —pal| siy € G ety p..

Définition 1.6.2 Soit (Y, d)un espace métrique, le sous ensemble G de Y est approrimative-

ment compact si pour tout x € Y et toute suite (y,) de G tel que

lim d(z,y,) = d(z,G),

n—aoo

il existe une sous suite (yn,) de (yn) convergente vers un élément de G.

Corollaire 1.6.3 [2]

Si G est un sous ensemble de Cebysev et approzimativement compact, alors G est conveze.

1.7 Quelques résultats sur les semi-groupes

Dans cette partie, nous présenterons quelques résultats et théoremes concernant les semi
groupes, semi groupes uniformément continu d’opérateur linéaire borné, et le générateur infi-

nitésimal dans un espace de Banach Y.

Définition 1.7.1 (semi groupe)[10]

La famille (S(t))o<t<t+00 C L(Y) est appelée semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés si :
(i) S(0)= L

(i1) S(s+t) = S(s) S(t) pour tous s,t >0 .

Définition 1.7.2 Soit Y un espace de Banach, la famille (S(t))o<t<+oo €St appelée semi groupe

uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur Y si elle vérifie les propriétés suivantes :
i) S(0)=1
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ir) S(t+s) = S(t)S(s) pour tous t,s > 0
iii) tlirori | S(t)—1I]=0.

Définition 1.7.3 [10]

Soit (S(t))o<t<too un semi groupe. L'opérateur A défini par :

St —x  dTS(t)x
x tlirga ; o li=o pour x € D(A),

et D(A)={z €Y : lim M existe}
t—0+t

est le générateur infinitésimal du semi groupe (S(t))i>o et D(A) est le domaine de A .

Définition 1.7.4 Soit Y un espace de Banach, un semi groupe (S(t))o<t<+oo d’opérateur linéaire
borné sur Y est dit fortement continue si :

limS(t)r =z, VreY.

t—0t
Un semi groupe (S(t))o<t<+oo fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur Y est appelé

de classe Cy-semi groupe.

Lemme 1.7.5 Etant donné un opérateur A borné, il existe un unique semi-groupe uniformément

continu (S(t))>o0
S(t)=e,  pour toutt >0
ayant pour générateur l'opérateur A.

Théoréme 1.7.6 Soit (S(t))o<t<t+o0o Co-semi groupe d’opérateurs linéaires bornés. Alors :

i) Il existe une constante w > 0 et M > 1 tel que
| S(t) |< Me™ pour tout 0 <t < +oo.
ii) Il existe une constante 7 >0 et M > 1 tel que
| S) IS M pour 0<t<T.

Théoréme 1.7.7 Un opérateur A :' Y — Y est le générateur infinitésimal d’un semi groupe

uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Corollaire 1.7.8 Soit S(t)o<t<too un semi groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires
bornés alors :
i) 1l existe w > 0 tel que : || S(t) ||< ¥, ¥Vt > 0.

i) Il existe un unique opérateur linéaire borné A tel que : S(t) = et
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it1) L’opérateur A dans ii) est le générateur infinitésimal de S(t).

iiii) L’application t — S(t) est différentiable pour la topologie de la norme et :
ds(t
B — AS(t) = S(t)A.

Exemple 1.7.9 Soit I? l'espace de Hilbert de toutes les suite ¢ = (¢)iey C RY telles que
0 ¢ |?< 0o. Considérons la famille (S(t))i>0d opérateurs linéaires bornés définies par
S(t) : [0,00] — L(I?) telle que S(t)p = (€7 ¢")ien

pour tous ¢ € 12. On voit que
S(0)¢ = (e7°¢")ien
donc S(0) = I. De méme, pour tous t,s > 0 nous avons
S()S(5)(¢")ien = S(t) (70" )ien = (e ¢ )ien
= (e_i(t+s)¢i)ieN = S(t+ 3)(¢i)ieN
quelque soit (¢');en € 12. Done S(t+s) = S(t)S(s), pour tous t,s > 0. De plus, pour tout t > 0
et tout (¢")ieny C RY, nous avons
I S#)(¢)ien = (¢)ien 13 =l (€7 ¢")ien — (¢")ien |13
= et 1Pl
i=1
Comme on a
| 6—it _ 1 |2| qbl |2§| ¢’L |2
et la série Y oo, | ¢' |* est convergente, par théoréme de Weierstrass il en résulte que la série
Yy le=1P1¢
est uniformément convergente. Donc

lim || S(t)(d)ien — (dien 3= 2272, lim [ e™* — 1 2] ¢ [*= 0.
t—0t
Par conséquent
lim S(t)(¢")ien = (¢")ien,
t—0t
pour tout (¢");en € I2. 1l s’ensuit que S(t);>o est un Co-semi groupe (un semi groupe fortement
continue d’opérateurs linéaires bornés sur [?).

Dans la suite, nous prouvons que le générateur infinitésimal du semi groupe fortement continue(Cy-

semi groupe) est l'opérateur linéaire A défini par
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A:DA)Cl?—[?
A((¢")ien) = (=i¢")ien
avec
D(A) = {(¢")ien € I* : (=i¢')ien € I*}.
Soit (¢')ien € 12 telle que la limite
iy 0@ = D¢

t—0+t t
existe et soit (¢});en € I* sa valeur. Donc

lim || 2O@ien = (@ien

t—0t t

— (¢1)ien [2=0

d’ot il résulte que

(e7"¢)ien — (¢")ien

: ady 2_
i | t (@ie [3=0.
1l vient
0o e_it¢i _ ¢z )
li — ¢ ’=0
10+ Lic | t o |
d’ou
) efitgbi _ ¢z )
(- 1 D S Y )
¢1 t—1>I%+ t 0

par conséquent
D(A) € {(¢")ien € I : (—i¢')ien € 1}
et pour tout (¢')ien € D(A) on a
A(¢")ien = (—id")en.

Pour Uinclusion inverse, soit (¢')ien € 1 tel que i(¢")ien € I2. On woit que > i, | i¢" |*< oo,

donc la sériey 2, | i¢" |*< oo est convergente. Alors pou tout t >0 on a :

St)(¢")ien — (¢")ien (e7"¢ien — (0" )ien

+ (i¢")ien |12 =ll +(i¢")ien 13

t t
e —at 1 7
(& — L
: t
=1
0 —it 1

+1 %" 7

it _
_izl‘ it

Considérons 'application

Alors
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pour l'application

l(z)=—2e"—e*+1, x>0

on voit que I'(x) > 0, pour tout x > 0. Compte tenu de la monotonie de la fonction | sur

Uintervalle [0, 00|, on déduit que g > 0, pour tout x > 0. Comme

Jimofe) =1
il vient
g(x) <1, Vx>0.
Par suite
i 2
L] | g e i

et comme la série Y. | —i¢® |* converge, déduit que la série

et —1

2
Dt +1) =il

est uniformément continue. Par conséquent

S(t)(¢")ien — (Cbi)iefvJr

Jim | n (i0")ien II3
- e -1 2
=hm) it 1 lie"[=0.

Par suite (¢");eny € D(A) et
A(¢")ien = (—i¢)ien-

Donc

{¢p € ?: (—ig")ien € 1’} C D(A).
Finalement on voit que

D(A)={p € I?: (—i¢')ien € I’}.
et

A(¢")ien = (—i¢)ien, V(¢)ien € D(A).

De plus (¢');en est bornée, alors D(A) = [ et A est un opérateur linéaire borné qui engendre

un semi groupe uniformément continue.



Chapitre 2

Résultats Préliminaires

2.1 Résultat d’existence pour une équation différentielle

du premier ordre non homogene

Dans cette partie on donne 'existence de la solution de I’équation différentielle du premier

ordre avec une condition initiale de la forme :
(t) = Az(t) + B(t)u(t) + C(t) te€[0,T]
z(0) =wv
ou f:[0,T] — Y. Dans la suite on suppose que A est le générateur infinitésimal d’un semi

groupe fortement continue (S(t))¢o, alors le probleme non homogene admet une unique solution

pour toute valeur initiale v € D(A).

Définition 2.1.1 Soit (S(t))i>0 un Cy — semi groupe et A son générateur infinitésimal, x :

[0,T] — Y est une solution (classique) du probléme

i(t) = Az(t) + f(t) te€[0,T]
z(0) =v
sur [0, si :
i) z est continue sur [0, T].
i) x est continument différentiable sur 0,7, x(t) € D(A) pour 0 <t <T.
iii) Le probléme (2.1) est satisfait sur [0,T.
Soit x : [0, T] =Y la solution du probleme de Cauchy non homogéne (2.1).

Corollaire 2.1.2 Soient (S(t))o<t<too un semi-groupe de classe Cy et A le générateur infi-

nitésimal.

15
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Si f € LY[0,T),Y) alors pour tout v € Y le probléme (2.1) a au plus une solution, donnée

par :

x(t) = S(t)v +/0 S(t—s)f(s)ds.

Preuve :

Soit ¢ : [0,7] — Y définie par :

on a g est dérivable par rapport a s et on a :

dg(s)
ds

=S(t—s)x(s)+ S(t —s)a'(s)

= —AS(t — s)z(s) + S(t — s)(Az(s) + f(s))
= —AS(t — s)x(s) + S(t — s)Ax(s) + S(t — s) f(5s)
=S(t—s)f(s).

Si f e LY([0,T], H) alors S(t — s)f(s) est intégrable. En intégrant de 0 & ¢ on trouve
" dg(s)
| = s =l

9(s)fo = S(t = s)a(s)ly = x(t) — S(t)2(0)
D'ou, v—i—/ S(t—s)f

Unicité de la solution

Soit x1, xe deux solutions dans Y du probleme (2.1) pour tout ¢ € [0, 7] nous avons

[ @1 (8) = @2(t) [| = Aza(2) + f(2) = Aza(E) — f(2) ||
=l Az (t) = 22(1)) |l

=|| A(S(t)v—l—/o S(t—s)f(s)ds—S(t)v—/O S(t—s)f(s)ds) ||

=0.
d ot .CEl(t) = ZIZ'Q(t)

Définition 2.1.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continue (S(t))o<t<too-

SoitveY et fe LYN[0,T),H). La fonction x € C([0,T],Y) donnée par :

x(t) = S(t)v —i—/o S(t—s)f(s)ds,

est appelée la solution faible du probléeme (2.1) a valeur initiale v sur [0,T].
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Théoreme 2.1.4 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi groupe (S(t))o<i<+oo-

Soit f € L'([0,T), H) une fonction continue sur]0,T] t >0 et,

V(t) :/OtS(t—s)f(s)ds 0<t<T,

le probléme non homogeéne (2.1) admet une solution sur [0,T[ pour v € D(A).
Si l'une des conditions suivantes est satisfaites

i) V(t) est continument différentiable.

it) V(t) € D(A) pour 0 <t <T et AV(t) est continue sur ]0,T].

Théoreme 2.1.5 Soit Y un espace de Banach, A le générateur infinitésimal d’un semi groupe

fortement continue (S(t))i>o, et
i) f e LY([0,T].Y).
it) v e D(A). Alors

z(t) = S(t)v+ /0 S(t—s)f(s)ds,

est continument différentiable sur [0,T], et c’est une solution de

(t) = Az(t) + f(t), 2(0)=v

2.2 Quelques propriétés de la solution du probleme considéré

Dans cette partie on note par LP(H) au lieu de LP([0,T], H) ou H espace de Hilbert, nous

étudions les propriétés de la solution du probleme :

x(t) = Az(t) + B(t)u(t) + C(t) t€|0,T] (2.9)
z(0) =v
Soient U espace de Hilbert. On pose X = H x L*(U). Dans le lemme suivant on suppose que

les hypotheses suivantes sont vérifiées

(B) K; C H est un sons ensemble bornée, fermée et convexe.

K, C L*(H) x L*(U) est un sons ensemble fermée et convexe.

(C) Pour tout (v,u) € X, si u, — u € L*(U), il existe une sous suite u,, telle que
1S ung) = FCs () o -

Lemme 2.2.1 Soient (S(t))o<t<to0o un Co-semi groupe, A son générateur infinitésimal,

B(t) € L*(L(U, H)) et C € L'([0,T), H). Alors pour tout (v,u) € X il existe une solution ()
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unique du probleme :
(2.3)

De plus, on a

(i) s || ((vnsun) = (v,0) |x — 0, alors || ™™ = 2 || oqo.21,— O,

(i) si v, — v dans H et u, — u dans L*(U), alors x> — x(*W dans L*(H).

Preuve :

Comme u € L*(U) et B € L*(L(U, H)), donc Bu € L'(H) en effet d’apres le Théoréme 1.2.14

on a .

I B@)u(t) [l :/0 | B(t)(u)(t) | 1dt

< ([ 1Bowor dzf)é (/OTdt)%

<|| Bu || 2w,y VT

< +00.

Soit (v,u) € X , D’apres le Corolaire 2.1.2 le probleme (2.3) admet une solution continue telle
que :
t
2PV (t) = S(t)w + / S(t — s)[B(s)U(s) + C(s)]ds,
0
pour tout ¢ € [0, 7.

D’apres le Théoreme 1.7.6 on a sup || S(t) ||< oo, posons {(v, uy)tneny € X on écrit z,, =
(0,71

z(Wnun) pour tout n € N.

Si (v, 1) —> (v, u) dans X, on a :
) = 200 @) =] 25 (2) — 2 |

~ 500+ [ (= BOYls) + Ol = S(0 = [ (e = [Bls)uts) + Cls)lds

= 800 SO+ [ 86— BlsI + )~ (Bls)uls) + CLs)lds

< S0 = ) i+ 1[50 91B6)n(s) = ()

t
<sup || S@) el (vn —0) [l +sup || S@) ||z / | B(s)(un(s) —u(s)) ||lm ds
[0,T] (0,17 0

< sup || S(t) |lzem) [H (v =) [l +/0 I B(s)(un(s) = u(s)) |lu dS]

[0,7]

< oup || S(6) s [ v =l + 1| B6) liaumyll v = o]
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Si (vp, u,)converge vers (v,u) dans X pour tout ¢ € [0,7]. Alors x,(t) converge vers z("")(t)
dans H pour tout t € [0, 7], donc sup || 2,,(t) — 2@%(¢) ||z— 0 . D’ow
(0,77

| 2 (t) — 2 () leqouy,m— 0

Pour montrer (ii), considérons v, — v dans H et u,, — u dans L?(U) et une fonction g € L*(H).

Nous avons :
/ C < g(t), 2alt) — 2 (1) et = / [<o(t), Sty + / (¢ — $)(Bls)un(s) + O(s))ds
St - /0 " S(t— $)(B(s)u(s) + C(s))ds> ]
- /O T[<g(t),S(t)(vn — )+ /O tS(t — §)B(s)(un(s) — uls))ds> pdi]
_ /T <g(t), S(t)(vn — v)>dt
/ <glt / S(t— s) ~ w)ds> .
D’aprés la Proposition 1.2.6 on a || S*(£) || ¢m=Il S(t) [lzcen, tel que S* est Tadjoint de S
I <g(t), St) (v —v)>mdt = [ <S*(t)g(t), (v, — v)>pdt,
et
Jo 1S5 @)g(t) I3 dt < sup || 5°(2) Jo 1 g(e) [ dt < oc.

Pour tout ¢ € [0,7] on a S*: L(H) — [0,00[ et g € L*(H). Ainsi S*(.)g(.) € L*(H)

et nous avons v,, — v dans H, donc

T T T
/ <S*(#)g(t), (vn — v)>dt — / <S*(#)g(t), v >t — / <S*(t)g(t), v>ndt.
0 0 0
qui converge vers 0 c’est a dire :
T
/ <g(t), S()(vn — v)>pdt —s 0. (2.4)
0

Sit e [0,T], prenons :

Towy : H— R tel que Ty (p) = <g(t),p>n pour tout p € H,
et
S(t — s)B(s)[un(s) — u(s)] si 0<s<t

0 sit<s<T.
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Montrons que Ty € L(H,R), en effet, pour tout n € N. Alors, si t € [0,7], p,q € H, et

a,0 €Rona
Tyw(ap + Bq) = <g(t),ap + Bg>u
=<g(t), ap>y + <g(t), Be>n
=a<g(t),p>u + B<g(t),¢>n
=aTyw)(p) + BTy (9),
de plus

I Tty (p) la=1 <g(8),p> [n <l 9(t) Il p =" Il plla -

nous aurons : Ty € L(H,R). Aussi on a

/0 | bt ) N1z ds = / | S(t — $)B(s)(tn(s) — u(s)) |lar ds
<sup | S(7) s / | B(s)(unls) — u(s)) [ ds  (25)

0.7
< MewT | B 2w myll un(s) —u(s) [|z2w) ds

< +o0,
et

/0 | <g(t), hu(t, 5)> | ds < / ) 9(t) Nzl Poult, ) [z ds
<Il g(t) lla / | Bl 5) |l ds (2.6)

<[ g@) [lll hn(t, 5) L2y

pour tour n € N. Par conséquent de (2.5), (2.6) et Théoreme 1.2.15, nous avons :

/OT <g(1), /OtS(t — 5)B(5)[un(s) — u(s)]ds>ydt = /T <g(t), /Th (t, s)ds> gt

/ / <g(t), hn(t, s)>pds dt,
avec :

/ / <000, halt ) | ds e < sup | SC7) / | g(t) [l dt / | B($)[un(s) — u(s)] o ds

< 00.

par la Théoreme 1.2.13 nous avons :

/ / <g(t), hp(t,s)>pds dt = / / <g(t),S(t — s)B(s))(un(s) — u(s))>pndt ds
/ / $)S*(t — s)g(t)dt,u,(s) —u(s)>pds. (2.7)

Ou (2.7) vienne du Théoreme 1.2.15 car, si s € [0, 7] et n € N. On défini 'opérateur :
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T,s: U — R avec va(q) = <q, up(s) — u(s)>y,

et la fonction
- B*(s)S*(t — s)g(t) si s<t<T
0 st 0<t<s
tel que T}, ,h(.,s) € L'([0,T],R) et h(.,s) € L'(U)
Donc si on pose

F(s) = fST B*(s)S*(t — s)g(t)dt.

on obtient d’apres le Théoreme 1.2.14 :

2

[rregass (1 [ #es e ) o

< [Sou}f; | .S(7) ”%(H)“ B*(s) H%Q(L(H,U))” g(t) ||%1(H)

< Me"" || B*(8) 122l 9(8) e

< 00,
ce qui implique :
T
/ <F(s),un(s) —u(s)>pds — 0.
0

Puis que on a : u, — u, d'ou (ii) vient (2.4) et (2.8).

(2.8)



Chapitre 3

Probleme bien posé

Dans ce chapitre on va donner une définition du probleme bien posé, puis on va mon-
trer quelques propriétés de la fonction quadratique, dans la derniere partie on va étudier
I'équivalence entre le probleme bien posé et I'affinité sur f(¢,u(t)) par rapport a un controle lié

a notre équation différentielle

#(t) = Az(t) + f(t,u(t)) t€0,T] (3.1)

z(0) =wv

Soient H , U deux espace de Hilbert, nous considérons Z = L*(H) x L?(H) x H espace des

trajectoires désirées qui est un espace de Hilbert, et X = H x L?*(U) espace des controles.

Considérons le probleme de minimisation suivant :

pour z* = (y*,w*,¢*) € Z on veut minimiser la fonction quadratique :

Jo(v,u) = /OT[< z(t) — y (1), P(t)(x(t) — y*(t) >i + < u(t) — w*(t), Q(t)(u(t) — w*(t) >y]dt
+ <a(T) =" E(@(T) = ¢") >u,

sur ’ensemble admissible non vide

A={(v,u) € X :ve K,z =2 solution du probleme (3.1) et ("%, u) € K},

ol K, et K, sont des sous ensembles de H et L?*(H) x L?(U) respectivement.
Avec P € L*>([0,T],L(H)),Q € L>([0,T], L(U)), et E € L(H) sont des opérateurs autoad-
joints, considérons le probleme d’optimisation global (X, J. (v, u))tel que :
It X —] — 00, +00]

Ny
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définie par :

J(v,u)  si(v,u) € A
S (v,u) = (3.2)
400 stnon

Ici on veut minimiser J,«(v,u) pour (v,u) € X, notons par :
V(z) = {inf J.(q) : ¢ € X},
la valeur optimale, ot (v,u) € X appartient a 'ensemble

D={zeZ:|z—z <d} avec § > 0,

st inf J«(z +00
argmin(X, J,«) = (@) #
0 st inf J,« = 400

ol

M={qeX:J(q = m)jij(a:)}
xe
Le probleme d’optimisation global est dit bien posé si les conditions suivantes sont vérifiées

1) I existe un unique minimum

¢* = argmin(X, J,«), (3.3)

La valeur de V(z) est finie pour tout z € D, (3.4)

3) pour toutes suites (z,) € Z,q, € X telle que z, — z* et J, (¢.) — V(2,) — 0.
nous avons :

G — ¢ et V(z,) — V(7). (3.5)

La suite (g,,), qui vérifie la condition (3.5) est dite asymptotiquement minimisée par rapport a

Zn.

Dans se qui suit, considérons les hypothese suivantes :

Supposons qu’il existe a > 0 tel que pour tout vecteur & et pour tout ¢ € [0,7] nous avons
(A)  <&PME>=allEllP, <€ QME>>allEllP, <& EE>>0,
(A1) <& POE>>alEl?< & RQEE>>allEll’, <& EE>> all,

(D) Soit x,,z solution de (3.1) de méme (vy,uy), (v,u) € X, si || x, — 2 ||p2(gy— 0 il

existe une sous suite telle que || z,, (0) — x(0) ||z— 0.
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Remarque 3.0.1 L’ezemple suivant donne 'importance de Uhypothése (D) pour le probléeme

de controle optimal bien posé.

Exemple 3.0.2 Soit H = U = I? un espace de Hilbert de toutes les suites ¢ = (¢')ien € RY
telle que X2, | &' |*< oo avec le produit scalaire <@, o> = X2, p'¢'.
Soit K1 = {¢ € I? :|| ¢ [|2< 1} et Ky = L*(1?) x L*(1%). Soit z* = (y*,w*,p*) € L(I*)* x
L3(I%) x I, nous considérons la fonctionnelle :
o =l 2 — r22) + [ v — w”* ||%2(z2)a
ot " est la solution du probléme :
(t) = Ax(t) + u(t)
z(0)=v (0,7)
ou A: D(A) C > — I? définie par :
A((¢")ien) = (=19 )ien.
Soit S : [0,00] — L(I?) telle que S(t)¢p = (e "¢%);en un semi groupe fortement continue.
D’apreés exemple(1.7.9) le générateur infinitésimal de S est donné par
A((¢)ien) = (—id")ien.
Siu=0,v,=e,€K;,n€N, ie vi=0pouri#n, etvi=1, d’aprés le Corollaire 2.1.2 la
solution du probléme précédent pour t € [0,T] est

e sii=n

z,(t) = S(t)v, avec ' (t) =
0 sii#n
et nous avons
|| l’n(t) ||L2(l2) :H S<t)’l)n ||L2(l2)
:H eiit HLQ(IQ)
donc
| 2n(t) ||lL2q2) — 0.

Alors (v,,0),n € N est une suite minimisante de la fonctionnelle

Jofo 1) — Jo(v, u) (v,u) € A

+o00 stnon

et le probléeme d’optimisation global (1%, L*(I*), Jo) n’est pas bien posé. Nous remarquons que

dans ce cas Uhypothése (D) n'est pas vérifiée.
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3.1 Quelques propriétés de la fonction quadratique

Dans la partie suivante considérons la fonction quadratique J,«, on va étudier la convexité

stricte et la différentiabilité au sens de Gateaux.

Lemme 3.1.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi groupe (S(t))i>o fortement conti-
nue, B € L*(L(U,H)) et C € L*(H). Supposons que les hypothéses (A'), (B) sont vérifiées, et
soit f(t,u) = B(t)u+C(t) dans le probléme(3.1). Alors la fonctionnelle J. vérifie les propriétés
survantes :

(1) J. est strictement convexe pour tout z € Z.

(i1) Si zn — Z dans Z et (v, up) — (0,7) dans X, alors J,, — J..

(1ii) Soit z = (y,w,¥) € Z, pour tout (v,u) € X, Djz(v,u) la différentielle existe et elle est

donnée par

DJ.((v,u), (¢,p)) 22/0 <a®P(t) — ac(t), P(t) (" — y(t) > dt

#2 [ < a0 — w(t) >v d
+2 < 2@PN(T) — 3c(T), E(z"™ — ) >4 .
ol c(t) = [y S(t—s)C(s)ds.
Preuve :

Soit (vs,u;), i = 1,2 deux vecteurs distincts de X et A € (0, 1), si on pose z;(t) = (%) (¢) pour
tout t € [0, 7]

Az1(t) + (1 — N)xo(t)
= (S(t)vl + /0 S(t —s) [B(s)us + C(t)] ds) + (1 =) <S(t)1)2 + /0 S(t—s)[B(s)uz + C(t)] ds)
= AS(t)vr + (1 = N)S(t)ve + A/t S(t—s)[B(s)ur +C(t)]ds+ (1 = X) /t S(t—s)[B(s)ug + C(t)] ds

= Sy + (1= N)vs) + /O S(t — $)[B(s)(Aus + (1 — Nup) + C(¢)]ds
_ x(/\vl+(1—>\)v2+)\u1+(1—>\)u2)(t)

_ x()\(vl,ul)-F(l—)\)(vz,uz))(t)_

1) Pour z = (y,w, ) € Z, de la relation (B) on a :

JZ()\(vl,ul) + (1 — )\)(’Ug,Ug)) S /\jz(?}l, Ul) + (1 — )\)jZ(UQ, Ug)

— A1 = Na([|zr — 22|20y + [[ur — u2||) 22wy
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En effet,

jz ()\(’Ul, Ul) + (1 — )\)('UQ, UQ)) = jZ(A?Jl + (1 — )\)UQ, )\Ul -+ (1 — )\)Ug)
T
< I(Am+(17/\)v2,)\u1+(17>\)u2)(t) . y(t), P(t) (x()\v1+(1*)\)’v2,)\’u1+(1*/\)u2)(t) . y(t)) >y dt

S~

T

< (v (1) + (1= Nua()) — w(t), Q1) aus (8) + (1 = Nus(£)) — w(t)) > dt

l,()\vl-l—(l—/\)vg,)\u1+(1—>\)uz)(T) . 'l/), E(:L,(/\vﬁ—(l—)\)vz,)\ul—i—(l—)\)uz)(T) _ ¢) >

_I_
S—

+

A\

<Az (t) + (1= Aza(t) — y(0), P(O)A21 (1) + (1 = A2a(t) — y(t)) >u dt

I
S—

—1—/0 < Aug(t) + (1 — Nua(t) — w(t), Q) (Aur () + (1 — Nua(t) —w(t)) >p dt
+ < Az (T) + (1 = Nao(T) — b, EQuxy(T) + (1 — N)ao(T) — ) >p dt

= /0 < Az (t) = (1)) + (1 = M) (w2(t) — y(@), P@)(Azy — y(t)) + (1 = A)(22(t) — y(t)) > di

[ < Ounlt) = wt) + (1= Aua(t) = w(t)), Q) (s () — w(#)) + (1 — N (ua(t) — w(t))) >u

0

+ < (A (T) =) + (1 = A)(22(T) = ), EQua(T) = ¢) + (1 = A)(22(T) = ¢) > -

A

Si on pose pour tout ¢ € [0, 7]

Jp(t) =< (Az1(t) —y(t)+ (L= A)(@2(t) =y (1)), P(t) Az —y (1)) + (1= A) (22(t) —y(t)) >n
Jo(t) =< Aur(t) — w(t) + (1 — A)(uz(t) — w(t)), Q) (Aua(t) — w(t)) + (L — A)(ua(t) —
w(t)) >u,

et

Jp(t) =< (Az1(T) + (1 = Naza(T)) — o, E((Az1(T) + (1 = N)a(T)) — ) >n.

Alors

Jp(t) =< Mai(t) = y(8) + (L= N)(a(t) = y(1)), PO)A(21(t) — (@) + (1 = A)(22(t) — (1)) >u
=< M (t) =y (@), AP(E) (21 (1) —y(t) >m + < Maa(t) —y(t)), (1 = ) P(t)(22(t) — y(t) >n

+ < (1= N (a2(t) —y(t), (1 = N P(E)(x2(t) — y(t)) >
+ < (1= M) (a2(t) = y(), AP(E) (21 (t) = y(8)) >
=\ < (21(t) —y(1), PO)(@1(t) — y(t) >m A1 = A) < (21(t) — y(t)), P(t)(wa2(t) — y(t))

+ (1= A)7 < (@2t) — (1),
+ AL = A) < (2a(t) —y(1)), P(E)(a(t) — w(t) >,
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pour tout A € R on peut écrire :

N < (@(t) = (1), P(O) (21 (8) — y(t) >i = N < (1(t) = y(1)), P(t)(2:1(t) — y(t)) >n

+ A <@ (t) —y(t), P(t) (21 (t) —y(t)) >n

=A< (@1(t) — (1), P()(21(t) — y(t)) >u

= A <(t) —y(@), P(t)(x1(t) — y(t)) >u

=AML= A) <a(t) —y(t), P(t)(21(t) — y(t)) >n,
et
(1= N2 < aa(t) — y(t), P(t)(wa(t) — y(t)) >u= (1 = X) < za(t) — y(t), P(t)(x2(t) — y(t)) >u

—A(1 = A) <aa(t) — y(t), P(E)(22(t) — y(t) >u -

Donc :

Jp(t) = A <xi(t) —y(t), P(t)(21(t) —y(t)) > —A(1 = A) < a1(t) —y(t), P(t)(x1(t) — y(t)

- ) y(t)) >u
+ (1= A) <aa(t) —y@), P(t)(22(t) —y() >n —A(L = A) <xa(t) — y(t), P(¢)(22(t) — y(t)) >u
+ AL = A) <ai(t) —y(t), P(O)(22(t) — y(t) >m +AL = A) < aa2(t) —y(t), P(¢)(21(t) — y(t)) >u
= A <zi(t) —y(®), PO)(z1(t) —y(t) >m +(1 = A) < 22(t) —y(t), P(t)(22(t) —y(t)) >n

AL = A) < 21(t) — a(t), P() (@1 (t) — 2a(t)) >ar .

De la méme facon, nous obtenons :

Jo(t) = A <ui(t) — w(t), Q) (ur(t) — w(t)) >v +(1 = A) <ua(t) —w(t), Q1) (uz(t) — w(t)) >v
= A1 =A) <wn(t) = ua(t), Q) (ur(t) = ua(t)) >u,

et aussi,

Jep(t) =X <2 (T) =, E(x1(t) —¢) >g +(1 = X) < w9(t) — ¢, E(x2(t) — ) > .
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Par conséquent,
T.(Mv1, ) + (1= N)(va, u2))

= /OT[A <ai(t) = y(t), P(t)(21(t) — y(t)) >i +(1 = A) < 2a(t) — y(t), P(t)(z2(t) — y(t) >u
A1 = A) < 2(8) — (), P(E) (21 (t) — 2o(t)) >p]dt

+ /OT[A <wui(t) = w(t), Q) (ur(t) — w(t)) >v +(1 = A) < uz(t) — w(t), Q(t)(ua(t) — w(t)) >v
— ML =) <w(t) — ua(t), Q) (wr(t) — ux(t)) >uldt

F A< 2 (T) =, B(ay(t) — ) S5 +(1 = X) < 2(t) — b, E(xa(t) — 1) >

= /0 A <@(t) —y@), P()(21(8) = y(8) >m +A < w(t) —w(t), Q) (wa(t) — w(t)) >uldt

FA<an(T) = B0~ ) >+ [ 0= 2) < a0y, PO (1) >
=) < ) — 0(8), Q) a(t) — w(t)) ol + (1 — ) < aa(T) — t, EaalT) — ) >
M) [ 1€ 00~ 20, PO - 20

§ < wt) — uslt), QU (s () — w(t)) ol

(01, u0) 4 (1= AV (s 1) — A(1 — A) /OT{< 21() — 2a(8), P(E) (21 (1) — 22(8)) > 1

< un(t) — us(t), Q) (wr (t) — us(t)) >v]dt.

En utilisant I'hypotheése (B) nous obtenons :

J.(A(vg,ur) + (1 — M) (v, uz)) (3.6)
< A (viyun) + (1= A) . (vg,uz) = A(L — A)a/o w1 (8) = 22() 177 + llua () — ua () [[Fdt
<A (vn,un) + (1= A (vg,u2) = AL = Nall21(8) = 22Ol 7o) + lua(t) = ua(t) 720

d'oti, pour u; # us on a

Jo(AMv,u1) + (1 = N)(ve,u2)) < A (v, ur) + (1 — N)J,(v2, ua),
de la convexité stricte de J,(.,.).
D’autre part, si vq # vq, soit d =|| £1(0) — x2(0) ||z, il existe § > 0 tel que
<\l @i (t) — 22(t) [[g pour tout t € [0,6],
a partir du quel
d2
| @1 = 2 720y 21 21— 22 [ 22(10,6],51)> 7° (3.7)

Par conséquent de (3.6), et de I'inégalité précédente nous aurons la convexité stricte de

J.(.,.).
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ii) Maintenant nous prouvons la condition (ii).
Soit 2, = (Yn, Wn, ) — 2 = (§,w,1)) dans Z et (v,,u,) — (v,4) dans X, si nous notons
par z, = (") et par = 2" la solution du probléme(3.1), nous obtenons pour le

(2.1.5) ||zn — Z|lc(o,m,m) — 0. Nous avons

s tnt) = 000 = | [ € a0 = 0, P0) ~ a0 =1
+ < () = wn(t), Q) (un(6) — wn() Suldt+ < 2O (T) = o, BT = ) >
([ 1< 290 50, POGE0) - 50) >+ < 000) - 00, QO - 70) >l
+ <2l (T) =, E@(T) = §) >l

D’autre part nous avons :

< @0(t) = 5al®), PO@alt) = n(t)) >3 = < 3(0) = 5(0), POG() = 5(0) >n

=< zn(t) = ya(t), P()(@a(t) — yn(t)) >1 — < @a(t) — yu(t), PA)(Z(L) — §(t)) >
+ < aa(t) = yu(t), P()(2(t) = y(t)) > — < 2(t) = y(1),
) )

— (1), P(O)(2(t) = 4(1)) >n

De la méme fagon et d’apres I’hypothese sur Q nous nous avons :

< up(t) = wn(t), Q) (un(t) — wn(t)) >v — < a(t) —w(t), Q) (ut) — w(t)) >v
=< Up(t) — wn(t) +ult) — w(t), Q) (un(t) — wy(t) +u(t) —w(t)) >v,

et aussi,

< @n(T) = Yn, B(< 20(T) = ) >0 — < Z(T) =, E(Z(T) — ) >u
=< 20(T) = ¥n + 2(T) = ¥, E(@n(T) — b+ 3(T) —0) >p .
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Ainsi on déduit que :

| Lo (Untt) — J=(0,0)] < /0 [<an(t) —ya(t) +2(1) — y(t), P()(a(t) — yu(t) — 2(t) + 4(1)) >u
+ < un(t) —wy(t) + a(t) — w(t), Q(t) (un(t) — wy(t) + u(t) — w(t)) >yldt
+ < 20 (T) = Y + Z(T) =, E(x,(T) — Y + 2(T) — ) >p
< /0 lzn(t) = yu(t) +2() — Ol | PE) (@0 (t) — yalt) +2(t) — ()]l 1
+ [lun(t) — wa(t) +a(t) — w@O)[|v| Q) (un(t) — wn(t) +u(t) — w(t))|[v]dt
+ |20 (T) = tn + Z(T) = Yal| E(@n(T) = ¢ + 2(T) = 9)|lu

< 1Pz omy,zy /0 [2n(t) = yn(t) + 2(t) = 5O |allza(t) = yn(t) = 2() + 5(O)l|a

+ [1Q) |z o1,y /O [[un(t) — wa(t) +a(t) — W)l (un(t) — wa(t) +a(t) —o(t))|lv
+ Bl ll2a(T) = ¥n + 2(T) = dllall(a(T) = tn + 2(T) = o)l|a-

Comme, P € L*([0,T],L(H)),Q € L>(]0,T],L(U)), E € L(U), en utilisant I'inégalité
de Holder nous obtenons :

|, (U, Up) — jg(@,ﬂ)] < const||zn, — Yn + T — Ylle2em) || Tn — Yo — T + Yl L2
+ [t — wp +a(t) — 0| 2) | (Un(t) — wa(t) + alt) — 0 (1)) || 2w
+ [|2n(T) = Y + 2(T) = |l (20(T) = thn + 2(T) = ¥)| 1.

En passant a la limite on conclut que :

I, (Un, up) — J5(0, ).
iii) En fin, vérifions la condition (ii).
Soient z = (y,w,) € Z et a € R et (v,u), (p,p) € X, on pose
T = 20 (1) + az?P)(t) — aie(t) pour tout ¢ € [0, T).
Soit J!(v,u) la dérivée directionnelle de Jz au (v, u) dans la direction (i, p), alors

(0.0, (o.p)) = lim 22@0) T alep)) = Ji(v,w)

a—0 «
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avec

Ja((v,u) +alp,p)) = /0 [< 2R (1) —y(t), P(t) (2P (E) — (1) >4

+ < (u+ap)(t) —w(t), Q) ((u+ ap)(t) — w(t)) >vldt
— < plowralep) (T) — 1, E(x(v,U)Jra(eo,p) (T) — ) >y

B /OT[< 200 () + az®P(t) — ade(t) — y(t), P(E)(@"(t) + az#P(t) — aic(t) = y(t) >n

+ <u(t) + ap(t) —w(t), Q) (u(t) + ap(t) — w(t)) >pldt
— < 2T + azPP(T) — aic(T) — 9, E(x)N(T) + ax®P(T) — aic(T) — ) > .

d ot
J.((v,u) + a(p, p)) — J.(v,u)
1

=1 /0 [< 20 (1) + ar?P(t) — ade(t) — y(t), PO)@(t) + az®P(t) — ado(t) = y(t) >u
+ <u(t) + ap(t) — w(t), Q) (u(t) + ap(t) —w(t)) >uldt

+ < 2U(t) + az®P(t) — ade(t) — 1, BE(zW (1) + azPP(t) — aic(t) — ) >u
- [/O [< 2 @P(t) = y(t), P() (@ #P(t) = y(t)) >n + < u(t) — w(t), Q1) (u(t) — w(t)) >y]dt

< 2OD(T) = g, B@E(T) =) >4

1

= a[/ < az®P) (t) — azc(t), P(t)(Qx(”’“) (t) — azc(t) + az#P) (t) —2y(t)) >x

+ <ap(t), Q(t)(2u(t) + ap(t) — 2w(t)) >yldt
+ < azPPUT) — aio(T) — ¥, E(az®P(T) + 22(T) — aie(T) — 2¢) >y .

En faisant tendre o vers 0 nous obtenons :

T

T((v,u) + ale,p) = /0 [< 2@P(t) — dc(t), 2P(1) (@ (1) — y(t) >u
+ < p(1),2Q(t) (u(t) — w(t)) >pldt+ < 2¥P(T) = 2c(t),2B(=(T) — ¥) >u
=2[ /0 T[< 2@P(t) — do(t), P()( () — y(t) >u
+ < p(1), Q) (u(t) — w(t)) >vldt+ < 2@P(T) - c(T), B — ) >p].

Montrons que J,((v,u);.) est une fonction linéaire continue :

Soit (,,p,) une suite de X converge vers (@, p) d’apres Lemme 2.2.1, on a x(#2Pn) — 3(#P)
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dans C([0,T], H). Alors :

|j;((v,u), (@n,Pn)) — j;((v,u), (@,p))| = lim |JZ((U>U) + a(e,p) — J:(v,u)

a—0 «

T((v, 1) + a(p,p) — J.(v, )

a—0 [0 ‘

Jo((v,4) + alpn, p)) = To((v, 1) + (@, D)) |

a—0 [0

En utilisant ¢i) nous aurons :
j;((U,U), (Sﬁn7pn)) — j;((va U), (@725)) quand n — +09,

d'olu nous aurons la continuité de .J/((v,u), .)

Soit (¢1,p1), (92, p2) € X,nous avons :
TL((v,u), (p1,01) + (02, 02)) = 2/OT[< PP (1) — 3 (1), P()(2 = y(t)) >u
+ < pi(t) + pa(t), Q) (u(t) — w(t)) >yldt+ < 2P (T) — 3 (T), B(a(T) — ¢) >
=2 /OT < 2P () 4 2P (1) — G (t) — @a(t), P(£) (2™ — y(t)) > dt
#2 [ <o)+ 0.0 — ) o dt
+2 < 2@0rP)(T) 4 2@2P2)(T) — 3 (T) — 2(T), E(x")(T) — ) >g
= Z/OT <o P(t) — q(t), P(t) (2™ — y(t) >p dt +2 /OT <p(t), Q1) (u(t) — w(t)) >v dt

T
+2 < gPrP(T) — &(T), E(x™(T) — ) >y +2 / < 2 02P2) (1) — 2(1), P(t) (2" — y(t)) >p dt
0

+2 /OT < pa(t), Q) (ult) — w(t)) >p dt +2 < 2P PN(T) = &(T), B(x(T) =) >u
= J((v,w), (1, m)) + JL((0, 1), (92, p2))-
Pour tout (¢,p) € X et tout a € R nous avons :
T (v, u), (g, p)) = 2/OT < a®P(t) — 2 (1), P() (Y = y(t)) >u dt
42 /0 " < apl(t), Q) (ut) — w(t)) >u dt +2 < 7ED(T) — (T), EEeD(T) — ) >x

= (2 /T < 2®P (1) — z,(t), P(t) (2" — y(t)) >p dt

= OAZ(('Ua u)7 (907]?))7

de plus le Gateaux différentielle D.J,(.) de .J,(.) est donnée par :

DJZ((U,U),(QD,]?)) = j;((v7u>’(¢vp))' O
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3.2 Equivalence entre le probleme bien posé et ’affinité

d’un controle

Proposition 3.2.1 Soient A le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continue,
B e L*(L(U,H)) et C € L*(H). Supposons que les hypotheses (A'),(B) et (D) sont vérifiées.
Soit f(t,u) = B(t)u+ C(t) dans le probléeme :

(t) = Az(t) + f(t,u(t))
z(0)=wv
alors les propriétés suivantes sont satisfaits :
i) Pour tout z € Z il existe un unique (v*,u*) = argmin(X, J.+),
ii) st z, une suilte convergente vers z* dans Z tel que :
(v, u") = argmin(X, J,»), (v*,u*) = argmin(X, J,+)
alors (v, u") — (v*,u*) dans X.
Preuve :

i) Soit z = (y,w,v) € Z, comme A # (), de I'hypothese (A’), on aura pour tout (v,u) :

T (0 t) = / (< () — y(t), P(E) (@a(t) — y(1)) >

+ <un(t) —w(t), Q) (un(t) — w(t)) >vldi+ < zn(T) — P, E(@n(T) = ¢) >

> a[la™ = ylTa + lu = wlZaq)-

O x,, = ") pour tout n € N.
J~Z est atteint son minimum.

Soit (v, u,) une suite minimisante pour J, c’est a dire,

lim J,(vn, up) = inf J.(v,u)

n—00 (v,u)eA
Comme (vp, un) € A ainsi ||uy, || L2y est bornée, et comme v, € K, et d’apres 'hypothese
(B) il existe vy € Ky,uy € L*(U) et une sous suite (vy,, u,,) convergente de telle sorte
que :
Up, — v dans H et u,, — uo dans L*(U)
et du Lemme 1.2.1 et ’hypothese (B) nous aurons
— xoin L*(H) et (zg,u0) € K>

Ty,

avec xg = x(vo:u0)
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par conséquent (vg,ug) € A, et A est fermé.
Par Az (t) + (1 — N)ag(t) = 2w +1=N2u2) (1) et 1a convexité de K, nous aurons la
convexité de A.

Montrons que J, est convexe, nous avons

< DJZ((U27UQ)7 (Ulaul) - (U27u2) >
T
_2/)<x“M)W“Mw—@dwfwxﬂ%Wuwwm»>Hﬁ
0

+2A < w(t) — us(t), Q(t) (us(t) — w(t)) >v dt

+2 < g =) (7Y — 30(T), E(z2"2) — ) >y,
et comme

2 < 2l (1) — o)1) = y(t), PE) 1) - y(0) >
=2 < a™m)(¢) - y(t), P
= 2(< 2 (0) = y(t), POE(H) — 20 (1) >

) = 5(E), PO (1) = y(6) > — < a2 By(1), PO""(0) — u
=< a0 = y(t), PO — (1) > = <20 (1) = y(0), PO —y(0) >
+ [ E) = y(0), POE = y(0) > = < a0 (0) = y(1), PO - y(1) >

+2 <2 () — y(t), P() (a2 (1) — 2 (t) )

+ < glorm) (t

(
(
(
)

=< a0 (t) = y(t), PO — (1) > = < 2l () — y(t), PO — (1) >
< alm(e) = y(0), PO (1) = y(1) > + < 20 (@) = y(e), P(0) () (1) — 2 () >
= < alm() — y(t), P(1) (@) () — (1) >

=< 2 (E) = (), PO — (1) > — < 2l() = y(t), PO — (1) >

+ < almnl(e) =2l Pe) (et - y(t) >

+ < alm(e) —y(e), PO (1) = o (1) >

—< 2 (1) = y(t), PO (1) = y() > = < 22 (1) = y(1), P (1) = () >
+ <t (e) — 2l (1), P () — 2 (1) >

=< 2 (E) = y(t), PO = y(6) > = < al() = y(t), PO = (1) >

— < alne () — 2l (d), P (@) — 2 (1)) >

<< a(E) — y(t), PO — y(t)) > — < 2 (1) — (), (1) (1) — y(b)) >
—a |t — ) |

<< 2 (1) = y1), P — (1) > — < aC=D(1) — y(t), PO (1) — y(1)) >

()@= (1) = y(t)) > — < a=2(1) — y(t), P(£) (a2 (1) — y(t)) >
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Par les mémes calculs nous aurons

2 <ur(t) = ua(t), Q1) (ua(t) — w(t)) >
<<u(t) —w(t), Q) (u)(t) —w(t)) > = < us(t) — w(t), Q1) (u2)(t) — w(t)) > .

Et

2 <gvrm)=(2w)(T) — 30(T), Bz — ) >
<< gO)(T) — b, P(t)(a*(T) — ) > — < 2022)(T) — o, P(t)(2*2"2(T) — ) > .

D’ou

<Djz((U2, UQ), (vl,ul) — (’Ug, UQ) >
< /0 [< 2 (8) = y(t), P() () = y(t) > + < ua(t) — w(t), Q) (wr) (1) — w(t)) >dt
+ < 2 )(T) — o, P(£) (@ )(T) — ) >
- /O [< a2 (1) —y(t), P(t)(x1"2)(8) = y(t)) > + < ua(t) — w(t), Q(¢)(ug)(t) — w(t)) >]dt

- <ol () = g, PO)ET) = 6) >

< jz(vlaul) — jz(’UQ,W)-

Le Théoreme 1.5.2, nous aurons la convexité de .J,.
Soit (vn,u,) une suite de points de X converge vers (v, u) et d’apres la condition (iz) de

Lemme 3.1.1 nous avons

J.(Un, ) —> J,(v,u) quand n — oo,

c’est a dire J, est continue,d’ou la semi-continuité inférieure.

d’apres Théoreme 1.3.6, par conséquent (v, ug) € A nous avons

lim infJ, (v, , un,) = lim insz(vnk,unk) > jz(vo,uo) = J.(vo,up) = inf jz(v,u)
n—->00 n—->00 (v,u)eA

ce qui implique (v, 1) est un minimum de J.. Le Théoréme 1.3.5 nous donne I'unicité
de ce minimum
ii) Soit z, = (Yn, Wy, ) une suite qui convergente vers z* = (y*, w*, ¥*) € Z, et

(v",u") = argmin(X, J,,), (v, u*)=argmin(X, J.«),

donc (v™,u™) est la suite des minimums unique des problemes d’optimisation global

(X, J.,) pour tout (v,u) € X et on a
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Ou 2" = " ") pour tout n € N

D’apres Lemme 3.1.1 nous avons
J., (v,u) — J.-(v,u) quand n — oo,

comme dans la preuve (i), il existe (p,p) € X , ¢ € k1 , et une sous suite (v, u™) € A

tel que
v™ — o dans H, u™ — p dans L*(U),

d’apres le Lemme 2.2.1
" — 2P dans L*(H). (3.8)
Pour tout k € N prenons T),, : L?(H) — R tel que :
Too(m) = [y <m(t), P(t)(z@P) — y,, () > dt.

0

Pour tout m € L*(H), d’apres l'inégalité de Holder nous avons :

T (m)] < /OT <m(t), P(t) (@ — gy, (1)) >p dt |
< const.||ml| 2 97 = Yo (0) || 22(a1),
de la convergence de (™)) vers (z(#?)) et la convergence de (y,,) vers y* nous aurons
a partir duquel
T, € (L*(H)*) = L*(H) et T,,, — Ty,
ol
To(m) = [ < m(t), P(t)(@@P) — y*(t) >y dt,

ainsi de (3.8) nous aurons :
T
/ < geP=WE) () — g (1), P(£)(29P) — yy, (1) >5 dt — 0. (3.9)
0

De méme fagons et la convergence de (u™*) vers p et la convergence de w™ vers w* nous

/0 < p(t) — w (), Q) (p(t) — wn, (t) >u dt — 0. (3.10)

Par ailleurs , si h € h du Théoreme 1.2.15 nous aurons

lim < h,/o S(t—s)B(s)[u"(s)—p(s)|ds >g= kli_r)noo < B*(8)S*(T—s)h,u™(s)—p(s) >y ds = 0.

k—so00

Depuis

T
/ 1B*(5)S™(T = s)hll3yds < suppory 1S (P10 | B 721 .oy 1R 17 < +o0.
0
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En suite,

lim < h,2%P(T) — 2")(T) >

k—o0

= lm_<h,S(T)( / S(T — §)B(s)[u™ — p(s)|ds >u

=0.

Pour tout h € H, a partir duquel

2 $PN(T) — 2" (T) — 0 € H,
et
Jim < g =W (Y g (1), E(x®P) =, ) >p=0. (3.11)
—00

Alors que (3.9),(3.10) et (3.11)

lim < DJ., (¢,p), ((¢,p) — (0™, u™)) >= 0. (3.12)

k—o0

Pour (v, u™) = arg min(X, J,, ) nous avons

T (0.p) > J;nk (™ u™) > 0.

"k

Par le Théoreme 1.5.3 nous avons < Djznk (V™ u™), ((¢,p) — (V™ ,u™)) >> 0 et donc

<DJ., (,p) (¢, p) — (", u")) >

>< D, (¢,p), (g, p) — (", u™)) >

- < DJZW (V™ ™)) > — < Djznk (V™ u"™), ((,p) — (V™ u™)) >
T
=2 / < gm0 (1) g (2), P(t) (2P — g, (1) >p dt
OT
2 [ < plt) = (0.QO () — w0, 0) v d
+ < PR 4y G (), B(aPP) — 4y, (1) >
7 / C < e ) (1) PO g (6) i d
0T
2 / < p(t) = (1), QU)(P(E) — wny (1)) >u dt
— 2 < PP () — g (1), B — 4, ) >h
T
:2/ < 2®P () — 2 (1), P(£)(25P) — 2™ (1)) >y dt
OT
2 / < () = " (1), QU)(p(t) — (1) >u dt

+2 < 2@PUT) — 2™ (T), E(z'$P(T) — 2™(T)) >x

> 2a(||2P) — nk”LQ qor.m T llp —u™ ||L2 (0.1,0))-
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Par la relation (3.12), on obtient

k@wa(”x(@’p) — ™ H%Q([O,T],H) + [|p — u™ ”%2([0,T],U)) =0.

Et donc
u™ — p dans L*(U) et 2™ — z*P) dans L*(H).

D’apres I'hypothese (D) prenons une autre sous suite ||[v™ — p|| — 0

et la condition (ii) de Lemme 3.1.1 nous donne

Joe(v,u) > J-(v,u) = lim jan. (v,u) > lim jznk. (0™, u"™ ) = J(p, p).

J—>00 J J—>00 ]

Pour tout (v,u € X), comme argmin(X, J}) est unique, nous aurons

(p,p)(v*,u*) et (v, u") — (v, u*). d

Théoréme 3.2.2 Soit A le générateur de semi groupe fortement continue B € L*(L(U, H)) et
C € L'(H). Supposons que les hypothéses (A'),(B), et (D) sont vérifiées et soit

f(t,u) = B(t)u+ C(t) dans le probléme (3.1).

Alors, le probléemes (X, J,«) défini par (3.2) est bien posé pour chaque z* € Z.

Preuve :

Pour z* € Z le probleme optimal (X, J.+) est bien posé si les condition suivantes sont vérifiées :
(1) il existe un unique ¢* = arg min(X, J.+),

(2) la fonction V(z) est finie pour toute z € D,

(3) pour toutes suite z, € Z et ¢, € X 2z, — z* et J, (¢,) — V(z,) — 0

nous avons :

G — ¢ et V(z,) — V(%)

1) de (i) de la Proposition 3.2.2 il existe un unique minimum ¢* = arg min(X, J,«).

2) Par I'hypothese (A’) nous avons pour tous z = (y,w, ) € Z et (v,u) € X

J.(v,u) = / <2 (6) — y(t), p(t) (2™ — y())>
T+ <ult) — w(t), Q) (ult) — w(t)>v]dt

+ <2W(T) — o, Bz —)>y

> a]| ¥ () — y(t) |2 + | ult) — w(t) |?

> 0. (3.13)

c’est a dire V(z) € R, pour tout z € Z, d’ou nous avons (2).
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3) Maintenant on démontre la condition (3).

a) Soit z = (z,y,v) € Z, on pose (v*,u*) = argmin(X, J,) € A. Nous avons pour tout

7 = x(vz,uz)

J.(v,u) — V(2) > J.(v,u) — V(2),

comme

J.(v,u) =V (z2)
- / (<2 (1) — (1), p(t) (@@ (8) — y(8)) >
T <u(t) — w(t), QU (ult) — w(t))>uldt + <e®(T) — i, B (T) - §)>g

- / (<2 (8) — (), p) (" (8) — y(8) >

et

< () = 2 (1), p(O) @) — y()>n
+ <) = y (1) p(t) (¢ (1) — 2 (1) >4
+ <a®(8) = y(0), p(0) (@ (0) = y()>

y(t), p(t) (2" (t) = y(t)>n

de la méme fagon

<u(t) — w(t), Q(t)(u(t) — w(t))>y + <u(t) — w(t), Q(t) (W (t) — w(t))>v
= <u(t) — (1), Q1) (u(t) + v (t) — 2w (t)>v,

et

<z®(T) — o, BE(xW(T) — ) >y — <z NT) — o, E(zY)N(T) — ) >y
= <gWW=CIN (T — o (t), E(a(T) + 2 N(T) — 24) >y,
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d’apres (iii) du Lemme 3.1.1

J.(v,u) =V (z2)

= <) — 2 (), p() (@ () + 2 () — 2y(t)>m
+ <u(t) —u?(t), Q(t)(u(t) + u*(t) — 2w(t))>y

+ <= (TY — go(t), BT + 2 N(T) — 2¢) >y

T
= 2/ <zPW=00) g (), p(t) (2T — y(t) > pdt
0

2 [ <pl).Qu(t) = wit) >t

+ 2<x @V (7Y B (20T + 205 N(T) — ) >y

+ /O (<@ () — 2 (), p(t) (@) (1) — 20 () > 1 + <ult) — w* (1), Q(E) (u(t) — v’ (£))>y]df
= <DJ.(v*,u?), (v —v*,u — u?)>

+ /0 [<a®(t) = 2@ (1), p(t) (27) (8) — 2 (1) > 5 + <ult) — u (1), Q) (u(t) — u* (1)) >v]dl

d ot

J(v,u) = V(2) > a(|| % — 20 Y| ooy + || w — u® || 2y)- (3.14)

ceci en utilisant le Théoreme 1.5.3
Pour la démonstration de la condition (3), considérons la suite z, = (Yn, wn,¥y) telle
que(z,) converge vers z*, et (u,)la suite asymptotiquement minimisée qui correspond a
zn, par la relation(3.10) nous avons :
T (0ns ) = V() > a(|| anmn) — a2 H%Z(H) + | up — u H%(U)2)7
comme
V(zn) = {inf J,,(¢n),qn € X},

nous aurons

tim (1., () = V(20)) = 0,
et donc o
|| 2tmn) — ) ||y — 0 et || w, — u™ || p2@)— 0.
c'est a dire, ¢, = argmin(X,J,, ). D’apreés (ii) de la Proposition 3.3.1 et par (i) de
Lemme 2.2.1, la suite u,, converge vers u* dans L?(U), et 2"~ converge vers (" ")
dans C([0,T], H), avec (v*,u*) = argmin(X, J,+), ainsi de 'hypothese (D) il existe une
sous suite v,, converge vers v* dans H, alors (v, u,) converge vers (v*, u*) dans X, donc

la suite (g,) converge vers ¢* dans X, avec ¢* = argmin(X, J,«).

On conclut que V(z,) — V(z*). O
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Proposition 3.2.3 Soit A générateur d’un semi groupe fortement continue et (X, J) le probléeme

défini par :

T (o) Jo(v,u)  si(v,u) € A (3.15)

+00  sinon

avec K1 x Ky = H x L*(H) x L*(U)
supposons que U'hypothése (A}) et (C) vérifiées.

Si le probleme précédent est bien posé pour tout z* € Z alors l’ensemble :
G={(mu)eZ:FveH tel que m=2z"" et ¢p=zD} (3.16)
est conveze.

Remarque 3.2.4 Si (A)) vérifiée, et soit z; = (y;, w;, ;) € Z, 1= (1,2)

la fonction < .,. > définie sur Z
< 21,29 >1= fOT[< yi(t), P(D)ya(t) > + < wi(t), Qwa(t)) >uldt+ < 1, By >p,

est un produit scalaire induit surZ une structure hilbertienne équivalente a la structure usuelle

Nous notons par ||.||1 la norme correspondante.

Preuve :

Soit G = {(m,u,v) € Z:Fw € H tel que m =z et o = WD},

Démonstration que si le probleme définie par (3.15) est bien posé pour tout z* € Z alors G est
convexe, c’est & dire que G est de Cebysev et approximativement compact .

Soit z* = (y*,w*,¢*) € Z, d’apres (3.3), il existe un unique minimum ¢* = argmin(X, J,«).

Pour p* = (2*,u*, 2*(T)) tel que z* = (z(*"*")), nous avons :

lp* — 2" [lF =< p" — 2" p" — 2" >
T
= [0 @0, POET ) - ) >
0

+ <u(t) —w(t), Q) (u(t) — w*(t)) >]dt

+ < a(T) =, BT = g) >

= jz* (U*7U*)7

et comme ¢* = arg min(X, J,«) alors

T (v, u*) < J-(v,u), pour tout z € X,
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et par suite, pour tout z € X avec z # z*

|W>ww%<4[<ﬂ“%w—w@»meWW—w@»>

+ < u(t) — w(t), Q) (u(t) — w*(t)) >]dt
< 2N T) — ¢ B N(T) —¥7) >

=<p-2p—z">=|p— 2|,
et donc
lp* = 2"} < llp = 2*I13, pour tout p= (z), u,2)(T)) € et p#p* (3.17)

On conclut que G est de Cebysev
Soit z* = (y*,w*,¢¥*) € Z et (my,, uy,, s,) une suite 1’élément de G telle que
Hm [[(mg,, Uy, $p) — 2%||1 = inf{||p — 2*||1, p € G}. (3.18)

n—aoo

Par la définition de G il existe v, € H tel que s, = z("%)(T) et la relation (3.18) on peut
écrire

I (U, u) — V(27%).

Alors (v,,u,) est une suite asymptotiquement minimisée par rapport a z, = z* pour tout
n € N. Par (3.5) du probleme bien posé on conclut que pour tout z* la suite (v, u,) converge

vers (v*,u*) dans X. D’aprés 'hypothese (C), il existe une sous suite u,, telle que

I1f (s tem, (1)) = o w (O)IL(H) — 0.

Et depuis
* * T
) (T) — 2T | g = (| S (), +/ S(t — s)[B(s)un,(s) + C(s)]ds
0
T
— S(t)v* — / S(t—s)[B(s)u*(s) — C(s)|ds||u
0
T
< EUIZ?HS(@HL(H%H(U% —v)|lm +/0 £ (85 un, (8)) — f(s,u"(5))||mds).
passant a la limite nous aurons
(M s Uny s Sny,) — (x(”*’“*), w*, ) (T).
et la convexité de G vient du Corollaire 1.6.3 . ]
Définition 3.2.5 Soit t € [0,T] et Soit ny, - X — C([0,T — to]|, H) défini par :

Mo (v, u) = 29 (tg + 7) avee T € [0, T — to]. (3.19)
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Lemme 3.2.6 Supposons que les hypotheses de la Proposition 3.2.3 sont vérifiées soitt € [0, T

la fonction définie par :

My X — C([0,T — to], H)
N (v, u) = 20U (tg +7) avee T € [0,T — tgl,

donc si le graphe de my, est convexe, alors n, est affine.

Preuve :
Montrons que 7, est affine.
Soit h; = (v, us, gy (vi, w5)) € graph(ny,) avec i = 1,2 si notre ensemble m; = z(¥%) & partir de

(3.19), nous avons
(M, Wi, Moy (Viy w3)) € graph(ng,) = (mq, ug, 094 (T)) € G.
Par la convexité de G (Proposition 3.2.3) on a pour tout A € [0, 1],
(Amy + (1 = Nmag, dug 4 (1 — Nug, Az (T) 4 (1 — N)z22)(T)) € G,
c’est a dire, pour tout v € H,
Ay () + (1= Nma(t) = Ax@m)(T) + (1 — \)a®2u2)(T) = gpeAu+=Nu)(T))

pour tout t € [0, 7.

En particulier on obtient pour t=0
Avp+ (1= Aoy = v,
et pour t =ty + T avec 7 € [0, T — tg)
A0 (tg 4 T) + (1 — Nz (tg 4+ T) = 2% (tg + T),

ot u = Auy + (1 — A)uy

par conséquent

)‘n(to)<vlv ul)(T> + (1 - A)n(to)<v27 u2)(T) = 77(%)(”? u) (T)a

pour tout 7 € [0,T — o] existe, le graphe 7, est convexe et par Lemme 1.4.2, ng,)est affine.[]

Théoreme 3.2.7 Soit A le générateur d’un semi groupe fortement continu et (X, J.+)) est le
probléeme défini par(3.2) avec Ky x Ky = H x L*(H) x L*(U). Supposons que les hypothéses
(A)) et (C) sont vérifiées et la fonction f dans (3.1) tel que :

f(,u) € LY[0,T),H) pour tout u € U.
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Si le probléme défini par (3.2) est bien-posé pour tous z* € Z, alors il existe
B:[0,T] - L(U,H) et C:[0,T] — H.

Tel que f(.,u) = B(t)u+ c(t) pour toutt € [0,T] et u e U.

Preuve :

Montrons que f est affine sur H, c’est a dire pour tous py,ps € H, et tout b € R,

f(t,0pr + (1 —b)p2) = bf(t,p1) + (1 —b)f(t, p2). (3.20)

Soit (vs,p;) € H x U et 2 = z(VP) solutions de (3.1) avec i = 1,2 et soit b € R considérons les

problemes suivants :

(t) = Az + f(t,p1), x(0) =0, (3.21)
(t) = Az + f(t,p2), z(0) =w, (3.22)
(t) = Az + f(t,bp1 + (1 —b)p2), x(0) =w, (3.23)

avec ' | 22 et 23 les solution unique des probleme (3.21), (3.22) et (3.23) respectivement.
D’apres la définition 3.2.5 de n,, et comme 7, est affine on obtient pour tout ¢ € [0, 7], nous

aurons

7]t0<b(1}1,p1) + (1 - b)<v27p2))(7_) = bmo(vbpl) + (1 - b)nto (U27p2)(7—)7

pour tout 7 € [0,7 — to]. D’ou
x(b(vl,pl)Jr(lfb)(vz,pz))(to +7) = b:c(”“’pl)(to +7)+ (1 - b)x(”%m)(to +7),
sl on pose t =ty + 7 nous aurons
23 (t) = ba' (t) + (1 — b)2*(t) (3.24)

pour tout t € [to, .

L’unicité des solutions des problemes (3.21), (3.22) et (3.23) nous permettent d’écrire
i* = Az + f(t,bpy + (1 — b)p2),
et
3= Ax +0f(t,p1) + (1 =) f(t,p2),
c’est a dire ,

S, bp1 + (1= b)pz) = bf(t,p1) + (1 —b) f(t,p2),
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donc f est affine, pour chaque 7 € [0, T — ¢y}, de 'affinité de f il résulte que

/Ot S(t—s)[f(s,bpr + (1 = b)p2) = 0f (s,p) = (1 = b) f(s,p)]ds = 0, (3.25)

pour t € [to, T

Si on pose

g(s) = f(s,bp1 + (1 = b)p2) — bf(s,p1) — (1 = b) f(s,p2),

pour tout s € [0,7] et d’apres le Théoreme 2.1.5 et le Théoreme 1.2.16 la fonction

B(t) = / S(t — s)g(s)ds

est continument différentiable sur [0, 7] et

B(t) = AB(t) + g(t), (3.26)
pour presque tous ¢ € [0, T7.
Ainsi il existe Wy, p, € [0,77] tel que la mesure de Lebesgue de I'ensemble [0, TN Wb, p1, pa
est égale zéro et I’égalité dans (3.26) est satisfait pour tout ¢t € Wb, py, ps.
Par (3.25) et (3.26) nous avons
Az?(t) + f(t, bp1 + (1 = b)pa) = b[Az'(t) + f(t,p1)] + (1 — b) [Az*(t) + f(¢,p2)] . pour tout
t € [to, T] () Whpy p ce qui implique

ft,bpr + (1 —b)pa) —bf(t,p1) — (L —=b)f(t,p2) =0, (3.27)

pour tout t € [to, T () Whp1 ps-
Soit {tn} C [to, T) () Whpyrpes tn — to €t & partir de (3.27) et la continuité de la fonction f nous

avons

nh_r)noof(trm bpl + (1 - b)p2) - bf(trupl) - (1 - b)f(tme)

= f(nhinwtn,bpl + (1 =0b)py) —bf( lim t,,p1) — (1 —0)f( limootn,pg)

n—aoo n—

= f<t07 bp1 + (1 - b)p2) - bf(t(J;pl) - (1 - b)f(toypz)
=0,

pour tout t € [0, 7.

Cela nous permet de voir que f(t,.) est affine pour tout ¢ € [0,7], on conclut qu’il existe
B:[0,T] = L(U,H) et C :[0,T] — H tel que f(t,u) = B(t)u + C(t) pour tout ¢t € [0,7T] et
uel. 0
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