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Introduction générale

Dans ce travail de mémoire de fin d’études, nous allons aborder les méthodes mixtes
et hybrides pour les équations aux dérivées partielles. La caractéristique principale pour
ce type de formulations de problémes aux limites réside dans le fait qu’ils font intervenir
deux champs inconnus dont I'un joue le réle de multiplicateur de Lagrange associé a une
contrainte. Aussi, la difficulté pour ce genre de probléme est que les deux champs inconnus

ne peuvent étre dissociés.

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution pour ces formulations mixtes, la
théorie de Babuska et Brezzi est bien adaptée. Le but de ce mémoire et d’expliquer cette
théorie. Pour cela nous allons, dans un premier temps, rappeler quelques notions fonda-
mentales d’analyse fonctionnelle, a savoir les espaces de Sobolev et plus particuliérement

'espace H(div, Q) ainsi que I'espace L*(2)/R.

Dans un deuxiéme temps, nous présenterons deux exemples trés répandus de problémes
mixtes : le systéme de Stokes et le probléme de Darcy. On donnera les formulations varia-
tionnelles associées a chacun des deux exemples. Au chapitre trois, qui constitue 1’essentiel
de notre travail, on présentera la théorie générale de Babuska et Brezzi, qui permet d’éta-
blir I'existence, I'unicité et la dépendance par rapport aux données des problémes mixtes.

On montera, l'origine de la fameuse condition inf-sup.

Aussi, on considérera une formulation discréte basée sur la méthode de Galerkin et
on lui adaptera la théorie développée pour le cas continu. On montrera que la condition
inf-sup discréte ne se déduit pas forcément de la condition inf-sup du cas continu. Enfin,
on abordera le théoréme de Fortin, qui donnera un critére fort utile pour démonter la

condition inf-sup uniforme pour les formulations mixtes discrétes.

Au dernier chapitre, la théorie dévellopée au chapitre trois est appliquée au systéme

de Stokes.

iii



Chapitre 1

Quelques Rappels mathématiques

Dans ce chapitre nous rappellerons quelques définitions et quelques théorémes de base

que l'on utilisera par la suite.

1.1 Espace de Hilbert : définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit V un espace vectoriel sur R. Toute forme bilinéaire symétrique

définie positive (-,-) : V x V. — R est un produit scalaire sur V.

On définit la norme d’un espace comme étant, 'application ||.|| : V' — RT qui vérifie :
) VueV:|ul|=0<u=0.
2) Vu € V.V € R || Au|| = |Al]ul].

3) Vu,v € Vi [Ju+v|| < Jlu|l + ||v]| (I'inégalité triangulaire).

On rappelle les définitions standards suivantes :
e La norme induite par le produit scalaire est |lul| = \/(u, u).
e Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace normé.
e Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-hilbertien.

e Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.

Définition 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit V' un espace pré-hilbertien de produit

1
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scalaire (-,-) et de norme || - ||, alors on a linégalité suivante :

|(u, )| < flulll|v]], Vu, v € V.

Par la suite on aura besoin du théoréme de Riesz suivant :

Théoréme 1.3 (de Riesz). Soit V un espace de Hilbert réel et soit V' son dual. Pour toute
forme linéaire continue L € V', il existe un uniquey € V tel que L(z) =< y,x >,V € V.

De plus on a :

L]y =yl (1.1)

Démonstration. Voir |3, p. 81]. [ |

1.2 Espace des distributions D’({2)

Définition 1.4. Soit Q un ouvert de RY et soit f: Q — R une fonction définie sur Q.

1) On appelle support de f l'ensemble :

suppf ={z € '\ f(z) # 0}. (1.2)

2) On dira que f est a support compact dans 2 s’il existe un sous ensemble compact
K C Q tel que : suppf C K.
Ces notions nous permettent d’introduire les définitions suivantes :

Définition 1.5. D(Q) est l'ensemble des fonctions indéfiniment continument différen-

tiables et a support compact dans ). C’est-a-dire :

D(Q) ={f € C*(Q)\IK C Q, K compact tel que: suppf C K}.
Définition 1.6. On appelle espace des distributions sur ), et on note D'(QY), le dual
topologique de l'espace D(QY) c-a-d lespace des formes linéaires continues sur D(£2).

Définition 1.7. Pour toute distribution T € D'(QQ), sa dérivée partielle 0T est une

distribution définie par :

< 0T, >= (=)l < T,01%lp > Vo € D(Q), (1.3)
ol = (o, -+, ay) € NN est un multi-indice donné, avec || = SN | oy avec :
ol
0 = g
Ox", . ....0zJY

Proposition 1.8. L’application T — 0“T est linéaire et continue de D'(SY) dans D'(12).
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1.3 Espace de Sobolev

Soit Q un ouvert quelconque de RY.

Définition 1.9. On définit I'espace L*(2) comme élant ['espace des fonctions mesurables

sur 2, a valeurs dans R, de carré sommable dans €2, c’est a dire :

1/2
(/ f2d$) < 4o0.
Q

C’est un espace de Hilbert munit du produit scalaire :

(fag)O,Q:/Qfgdx7

et de la norme induite :

1l = ( / fzd:v>2 |

Remarque.

e D(Q) C L*(2) C D'().
e Comme on peul considérer L*(Q) comme étant un sous espace de D'()), il est possible

de dériver ses éléments au sens des distributions.

On définit aussi le sous espace des fonctions de L?(€) & moyenne nulle par :

12(9) = {f c L?(Q)//Qfda; _ o} | (1.4)

1.3.1 Espace H'(Q)

Soit © un ouvert de RY, on définit I'espace de Sobolev d’ordre 1, que l'on notera
H'(Q), comme étant un sous espace de L?(Q) dont les dérivées premiéres au sens des
distributions sont dans L*(Q). C’est a dire :

ov

HY(Q) = {v c L*(Q)/ o

cL*(Q), Vi=1,--- ,N}.
Il est muni du produit scalaire :

(U,U)LQ:/'LVU dx+/Vu~Vv dz,
e Q
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et de la norme :
N 3
ou 2
2
U = U + H ”
llull1,0 <|| 0.0 ;:1: ;100

On donne la définition d’un sous-espace de H'(€2) et qui est fort utile pour les pro-

blémes avec conditions aux limites de type Dirichlet.

Définition 1.10. (Espace H}(Q))
On définit lespace H () comme étant l'adhérence de D(Q) dans H (), i.e :

(@) = D) @,

Dans le cas ou €2 est un ouvert borné & frontiére I' assez réguliére, on a grace au

théoréme de trace 1'égalité :

Hy(Q) ={ve H'(Q)/v=0surT}.

Dans le cas ou = RY, l'espace H}(RY) coincide avec H'(RY).

Proposition 1.11. L’espace H}(Q)est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(.’ )19

Démonstration. par définition H} () est un sous espace fermé de H'(Q) (qui est un

espace de Hilbert). [ |
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Théoréme 1.12. (Formule de Green dans H*()))

Soit Q C RN un ouvert borné & frontiére assez régulicre I, f et g deuz fonctions
appartenant o H' () on a :

/afgdx:—/fagda:—i—/fgmdf,i:l,~~,N (1.5)
q 0x; o Oz r

o n = (n;)1<i<n est la normale unité extérieure a la frontiére T
Remarque. La formule de Green décrite précédemment reste valable en dimension 2.
Théoréme 1.13 (Inégalité de Poincaré).

Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de [’espace, alors il existe

une constante Cq > 0 qui ne dépend que du diametre de €, telle que :
[v]lo.0 < cﬂ(/ Vo(z)[2de)?, Yo € HE(Q). (1.6)
Q
Démonstration. Elle est basée sur 'argument de densité de D(Q) dans H} (), voir par
exemple [1, p. 90]. [ |

Corollaire 1.14. Soit Q un ouvert de RY borné dans au moins une direction de [’espace,

alors la semi-norme
1
o) = ([ Vol P, (1.7)

est une norme sur H}(Q) équivalente & la norme usuelle induite par celle de H'().

Enfin, on donnera le théoréme important de Lax-Milgram suivant, permettant d’as-
surer l'existence et l'unicité de la solution d’un probléme variationnel donné dans des

espaces de Hilbert et donc en particulier dans des espaces de Sobolev.
Théoréme 1.15. (Théoréme de Lax-Milgram,)
Soient :
o V un espace de Hilbert de produit scalaire (-,-)y et de norme | - ||y .
e a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur V. x V c’est-a-dire :

AM > 0 : |a(u,v)| < M|ullv||v||v,Vu,v € V. (la continuité) (1.8)

Ja > 0: a(v,v) > allv||},Yv € V. (la coercivité) (1.9)
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e [ est une forme linéaire continue sur V c’est a dire :
3C > 0: |L(v)| < C|v|v,Vv e V. (1.10)
Alors le probléeme suivant :
Trouver w € V tel que :
a(u,v) = L(v),Yv € V,
admet une solution unique, de plus la solution dépend continument de la forme L :

1
[ully < —[[L]lv.
«

Démonstration. Voir par exemple [1, p. 74]. [ |

1.3.2 Espace H(div,2)

Dans ce paragraphe on donnera la définition des espaces de SobolevH (div,2) ainsi

que leurs principales propriétés.

Soit F un champ de vecteurs et f un champ scalaire. On définit les opérateurs diffé-

rentiels gradient et divergence de la facon suivante :

e Le Gradient : pour f une fonction scalaire, le gradient est défini par :

grad : R — R
of of of
df= = . 1.11
frograd f=Vf = (L 202D (1.11)
9
oy
0
L’opérateur gradient est donc donné par : V = | 972
0
Oz

e La divergence : pour F une fonction vectorielle, la divergence est définie par :

div:R* — R

FradivF=V - F=(t—=+—-—+ .+ (1.12)
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Définition 1.16. Soit 2 un ouvert de R3.

e L’espace de Sobolev H(div,Q)est un espace de Hilbert définie par :

H(div, Q) = {F € L*(Q)* divF € L*()}. (1.13)

ot la norme associée est :
. 1
[Flloaiw = (IF 50 + divF[5q)2,
et le produit scalaire est donné par :

< f,g>= /Qf(:c) g(x)dx—i—/gdivf(x) div g(z)dz.

1.4 La méthode de Galerkin

Comme présenté dans |7], la méthode de Galerkin est une méthode d’approximation
trés générale et trés robuste. L’idée de la méthode est la suivante. Partant d’un probléme
posé dans un espace de dimension infinie, on procéde d’abord a une approximation dans
une suite croissante de sous-espace de dimension finie. On résout ensuite le probléme
approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en dimension infinie.
Enfin, on passe d’une facon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension des
espace d’approximation vers l'infini pour construire une solution du probléme de départ.
Il convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit

également un procédé constructif d’approximation.

1.5 Estimation d’erreur a priori

L’approximation par éléments finis conformes d’un probléme de la forme :

Trouver u € X tel que :

(1.14)
a(u,v) = F(v),Yv € X,
consiste a considérer un probléme approché de la forme :
Trouver u;, € X, tel que :
(1.15)

a(uh,vh) = F(vh),VUh < Xh,
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ou X}, est un espace de dimension finie inclus dansX. Alors, il est possible d’obtenir une

estimation de la forme :
lu —upl|x < L(h,u) + M(h, F). (1.16)

Des estimations de la forme (1.16) sont appelées des estimations a priori. Pour obtenir

des estimations d’erreur a priori nous avons d’abord besoin de ce lemme :
Lemme 1.17 (Céa). On a ’estimation d’erreur

St les conditions de Lax-Milgram sont vérifiées et l’espace Vi, inclus dans X, alors :

B
lu —unlly < = nf flu—wlly. (1.17)

Ce dernier lemme donne une estimation d’erreur abstraite.
Enfin, nous terminons ce chapitre par donner le théoréme de Banach que ’on utilisera
par la suite :

Théoréme 1.18 (Banach). Soit E et F' deux espaces de Banach et soit A: E — F un

opérateur linéaire continue de E dans F'.

Si A est bijective alors A™! est continue de F dans E.

Démonstration. Voir [6]. [



Chapitre 2

Exemples des formulations mixtes

usuelles

Nous présenterons dans ce chapitre diverses formulations utilisées pour la construction
de schémas de résolution adaptés de problémes aux limites intervenant dans les sciences
de l'ingénieur. Ces formulations dites mixtes sont toutes caractérisées par une difficulté
spécifique : elles font intervenir de facon naturelle deux champs inconnus dont I'un joue
le role d’un multiplicateur de Lagrange associé a une contrainte. La discrétisation de ces
deux champs ne peut se faire de maniére indépendante.

Nous introduirons deux problémes physiques connus ainsi que leurs formulations mixtes

usuelles.

2.1 Systéme de Stokes

La formulation naturelle du systéme de Stokes est une formulation mixte contrairement
aux formulations variationnelles standards. Pour simplifier, nous travaillons toujours dans
le cadre bidimensionnel sans mention explicite contraire, le domaine de calcul sera, dans
tout ce qui suit, supposé étre un domaine borné noté €2 de frontiére polygonale, dont la

frontiére et désignée par I'. La normale unitaire de €2 sera quant a elle désignée par n.

A tout espace fonctionnel £(€2) (resp. L(I")) de fonctions ou distributions définies sur
Q (resp. sur I'), on associe £(€; R?) (resp. £(I'; R?)) 'espace des champs de vecteurs, iden-
tifiés & des vecteurs colonnes dont les composantes sont chacunes dans £(€2) (resp. £(I')).

Clairement, £(€Q;R?) s’identifie dans ce cas a I'espace produit £(Q) x £(Q). Cependant,
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comme nous le verrons la notation £(Q;R?) est plus commode.

Soit donc f € L*(Q;R?) et v > 0, le systéme de Stokes est le probléme aux limites

dont les inconnues sont respectivement :
e La vitesse : u € H}(Q;R?)

e La pression : p € L*(Q)/R,
qui vérifient :

—vAu+ Vp = f, dans H ' (;R?), (2.1)
div u =0, dans L*(Q), (2.2)
ou Au est le champ de vecteurs dont les composantes sont données par
(Au); = Ay, i =1,2. (2.3)
Remarque.
e La condition u € H}(;R?) contient en fait la condition auz limites
u(z,y) = (0,0) sur I. (2.4)

e [l et clair que si (u,p) est une solution quelconque de (2.1) et (2.2), le couple (u,p+c) et
aussi une solution si ¢ est une constante arbitraire. C’est pourquoi, on cherche la pression
p dans lespace L*(2)/R ou on identifie deux fonctions lorsqu’elles ne différent que d’une

constante.

On obtient la formulation variationnelle de la facon suivante. Soit ¢ € D(Q;R?), toute

solution (u,p) de (2.1) vérifie :
2 2
—Z/Z < Au;, p; > —l—Z < Op, p; >= / fodx, (2.5)
i=1 i=1 Q

2

0
_VZ<8x

1,5=1

8u1
%>+Z<8@p,%> =< fip>.
J =1

En utilisant la définition de la dérivation au sens des distributions, il vient que :

Z<8u“(9]goz> Z<p, i > =< f,p >,

t,j=1

VZ<VU¢,V(,DZ‘> — < p,dive > =< f,p >,

=1
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2
I/Z/QV w;V pidr — /Qp divy dr = /Qf o dx. (2.6)
i=1

Introduisons I'opérateur V qui & un champ u € D’(€2, R?) associe le champ de tenseurs

Vu € D'(Q,R*?) dont les composantes sont définies par :
(V)i = djuiz 1 < i, j < 2. (2.7)

Pour o et z dans R??, on définit le produit scalaire o : z par

2
o:z= Z Tij%ij- (2.8)

ij=1

L’équation (2.6) s’étend par densité a tout v dans Hj(Q; R?) et donne ainsi

a(u,v) + b(v,p) = Lo, (2.9)
avec :
a(u,v) = V/ Vu : Vv dx, (2.10)
Q
b(v,p) = — / p div v dx, (2.11)
Q
et :
Lv = / fu de. (2.12)
0

Le probléme (2.1), (2.2) peut ainsi étre réécrit sous forme d’un probléme de point-selle

sous la forme suivante :

Trouver (u,p) € X x M,V(v,q) € X x M :

a(u,v) 4+ b(v, p) = Lv, (2.13)
b(u,q) = 0.
Avec :
X == Hy(Q;R*); M = L*(Q)/R. (2.14)

La formulation (2.13) est typique d’une formulation mixte. Elle correspond a la mini-
misation de la fonctionnelle :

J(v) = %a(v,v) — L, (2.15)

sous la contrainte :

veVi:={ve H (R bv,q) =0, Vg€ M}. (2.16)
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Remarque.

e La condition v € V s’écrit auss:

/v n dr =0, (2.17)
r

car la formule de Green donne

2
div v dr = / O;v;dz,

2 2 2
Z/@ividx: —Z/@il v; d:zc—i—Z/l v dT
i=1 7 i=1 7 i=1 7T

/dwvdx—/vndT—O.
Q r

e La pression p apparait comme le multiplicateur de Lagrange associé a cette contrainte

dite condition d’incompressibilité.

2.2 Probléme de Darcy

Nous considérons pour illustrer notre propos, un modéle trés simplifié d’écoulement
dans un milieu poreux dit monophasique. Les inconnues sont ici la pression de référence

p et la vitesse de filtration u reliées par la loi de Darcy :

u=—KVpdans €, (2.18)

ot K correspond a la donnée pour presque tout z € {2 d’une matrice K(x) € R*?2

telle que K € L>®(2,R*?) et

Iy > 0: K(2)6.£ > v|€)%; pp. en x € Q,VE € R (2.19)

La matrice K est appelée le tenseur de perméabilité relative. Elle dépend du milieu

poreux et de la viscosité du fluide.

La seconde équation provient de la conservation de la masse et traduit simplement un
bilan entre les apports décrits par le terme source donné f et les flux a travers la frontiére

d’un domaine élémentaire :

div u— f =0 dans €. (2.20)
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Pour obtenir la formulation variationnelle, en remplagant u dans (2.20) par sa formule

(2.18), on obtient :
div(—KVp) — f =0 dans Q.

En multipliant ensuite par une fonction test ¢ € Hg(€2) et en utilisant la formule de Green

on a :
/KVp -Vq dx — /(KVp)CJ?? dl' = / fqdx. (2.21)
Q r Q
Comme q € H}(2) alors ¢ =0sur T, on a :

/KVp-qux:/fqu.
Q Q

La formulation variationnelle obtenue sera :
Touver p € H}(Q);Vq € H}(Q) :

a(p,q) = L(q),

(2.22)

avec !

a(p,q) = / KVpVyq dz,
Q

et

L(Q):/qu dz.

Si la matrice K est symétrique p.p., la formulation précédente correspond ou probléme

de minimisation sans contrainte

Trouver p € H();Vq € HL(Q) :

(2.23)
J(p) < J(q),
J(p) = %a(p,p) — L(p),
J(p) = %/QKVpr dx —/pr dx. (2.24)

La résolution par éléments finie P;- continus par exemple correspond a la minimisation
sur 'espace W" de H{(€2) obtenue en considérant un maillage en triangle Z" de Q et le
sous-espace des fonctions de H} qui sont P; sur chaque triangle T' € Z" :

Trouver p" € W Vq" € Wh,

J(p") < J(g").

(2.25)
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Les inconvénients de ce schéma viennent du fait qu’il n’est pas conservatif.

Ceci se traduit par le fait que si 7" est une aréte interne séparent les triangle T et
T-, les deux flux sortants respectivement de T+ et T~ & travers 7" ne donnent pas un

bilan nul, i.e :
/ (u") o tdT’ —I—/ (u")"v=dT" # 0. (2.26)
De méme au niveau de I’élément, le bilan local.

div(kVp") + f # 0 dans T. (2.27)

La construction d’un schéma d’approximation mixte hybride qui n’a pas les incon-
vénients précédents passe par I'introduction d’une autre formulation du probléme. Cela
consiste a utiliser les deux inconnues u et p dans la formulation. Sachant que K vé-
rifie la condition d’ellipticité (2.19) on peut considérer la matrice A définie p.p. Par

A(z) = [K(x)]™!. Elle vérifie de méme A € L°(; R*?) et une condition d’ellipticité :

36 > 0: A(x)E.£ > 0[€|% p.p. en x € Q,VE € R?, (2.28)

L’équation (2.18) est réécrite d’abord sous la forme :

u=—KVp

A(z)u = —1,Vp

Au+V p=0. (2.29)

En multipliant le probléme précédant par une fonction test v € H(div, Q) :

/A(x)uv dr + / Vpu dz =0,
Q

Q
et en appliquant la formule de Green :

/A(x)uv dx—/pdz'vvda:—i—/pvndfzo,
Q Q r

comme p € H}(Q) alors p =0 sur T,

on arrive a la nouvelle formulation variationnelle suivante :

u € H(div,); Vv € H(div, ) : (2.30)

a(u,v) + b(v,p) =0,
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avec :

a(u,v) = /QA(x)uv dx,

et

b(v,p) = —/p div v dx.
Q

Enfin, en multipliant la seconde équation de Darcy (2.20) par une fonction test g €

L*(Q) et en intégrant sur €2, on obtient

/(dz’v u— f)q dv = 0;Vq € L*(Q), (2.31)
Q

on arrive a la formulation mixte :

(u,p) € X x M;¥(v,q) € X x M :

b(u, q) = x(q),
avec X = H(div,Q); M = L*(Q) et

x(q) :/qu dz, (2.33)

définissant une forme linéaire continue sur M.

Remarque. La condition de Dirichlet est implicite dans la formulation.



Chapitre 3

Théorie générale des formulations

mixtes

La théorie générale permettant d’établir I’existence, I'unicité, la dépendance continue
par rapport aux données a été élaborée par I. Brezzi a la suite de travaux de I. Babuska.
Nous allons voir comment cette théorie peut étre déduite directement de la théorie de

Babuska.

3.1 Théorie de Babuska

La théorie de Babuska est une généralisation fructueuse da la théorie variationnelle
standard basée sur le théoréme de Lax-Milgram. Cette théorie généralise ce dernier théo-

réme dans deux directions :

* Une approche moins stricte de la condition de coercitivité (initialement appelée par

Babuska condition inf-sup et désignée maintenant par condition de Brezzi-Babuska).

* L’espace ot I'on cherche I'inconnue peut étre distinct de celui ot varient les fonctions

test.

L’outil de base de la théorie est le théoréme de I'image fermée que nous rappelons

pour la commodité du lecteur.

Théoréme 3.1. Soient E et F' deuz espaces de Banach et A € L(E,F) un opérateur

16
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linéaire continu de E dans F'. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
A est injective et d’image R(A) fermée, (3.1)

Iy > 0: ||Av||r > 7v||v||g, Vv € E. (3.2)

Démonstration.

On suppose que (3.2) est vérifiée et on montre (3.1), Av = 0 = v = 0 donc A est
injective. Montrons que R(A) est fermée.
Soit, (wy,)nen une suite de R(A) telle que : linl w, = wdans F. Alors:Vn € N,Jv, € E:
n—--+0oo

Av,, = w,.

Il résulte de (3.2) que :
[wn — wm|lF = ||Avy — Awp|[r = [[A(vn — wi)|[F = Y||vn — Om|E- (3.3)

Par conséquent : (v,) est une suite de Cauchy car (w,) lest aussi. Donc (v,)nen €st

convergente dans E, soit v:= lim v,. Comme A est continue
n—-—+00
w= lm w,= lm Av,=A lim v, = Av,
n—+00 n—-+00 n— 400

donc : Av =w d’ou w € R(A). Alors : R(A) est fermée.
—) On suppose maintenant que A est injective et d’image R(A) fermée.

I'opérateur A défini de £ — R(A) est bijectif. D’aprés le théoréme de Banach A~
est continue de R(A) — E. Alors :

Yv e F,
Jolls = 14~ Avlls
< | Avllr,
c-a-d
Vo € B vl >~ olls
ce qui démontre (3.2). [

La théorie de Babuska permet d’étudier le probléme variationnel suivant :

Soient X et M deux espaces de Hilbert de produits scalaires (-, -)x, (-, ) et de normes
Il - [lx: || - ||as respectivement. Soit a : X x M — R une forme bilinéaire sur X x M,

continue i.e :

M > 0: |a(v, )| < M||v|| x|l Ve € X,Vu € M.
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Pour L € M’, i.e, une forme linéaire continue, donnée sur M, le probléme s’énonce

Trouver u € X,V € M :
(3.4)
a(u, i) = L.
On a alors :

Théoréme 3.2 (Théoréme de Babuska).

Sous les conditions précédentes, si la forme a(-,-) vérifie en outre la condition dite
inf-sup suivante :
36 >0: sup a(v,pu) > Blv|lx;Vv e X, (3.5)
lellar=1
et la condition (injectivité de l’adjoint)
VueM:pu#0,3ve X tel que a(v, i) # 0. (3.6)

Alors, le probléeme (3.4) admet une solution et une seule vérifiant :

1
lullx < EHLHMI- (3.7)

Démonstration. Le théoréme de Riesz permet d’écrire :
a(v, p) = (Av, ;Yo € X,V € M,
avec A € L(X, M). De méme, 3l € M tel que :
L= (I, p)n, Vi € M.
Le probléme (3.4) est ainsi équivalent a I’équation :
Au=1.
La condition inf-sup permet d’écrire

|Av|jar = sup (Av,p) > Bllvl|m, Yo e X.

leell s =1

D’aprés le théoréme 3.1, A est injective et d’image fermée. On a ainsi montré que (3.4)

admet au plus une solution donc il suffit de montrer que A est surjective i.e M = R(A).

Considérons p dans I'orthogonal de R(A). Un tel p vérifiant :

a(v,p) = 0;Vo € X.
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La condition (3.6) montre que pu = 0.

Il s’ensuit ainsi que R(A) et dense dans M, et I'image R(A) étant dense et fermée,

conincide ainsi avec tout M.

On a A est injective et surjective implique que A est bijective donc le probléme (3.4)

admet une solution unique.

De plus comme :

a(u, ) = Ly, Y € M.

Alors : Bllullx < sup a(u,p) = sup Lp =L,

|l =1 |1l ar=1
et donc :
Jullx < ZILI
Ul x S — M-
p
|
Remarque.
e Babuska a introduit la condition (3.5)
36 >0: sup a(v,pn) > Blv|x; Vv € X,
lllar=1
sous la forme :
inf  sup a(v,pu) > p >0, (3.8)

IVl =1 || pr=1
De la provient la terminologie condition inf-sup, nous préférons la forme (3.5) qui est plus

proche de la condition de coercivité.

e La condition (3.6) peut étre réécrite sous la forme équivalente suivante :

Vu e M, ||pllar =1 alors sup a(v, p) > 0. (3.9)

vl x=1
e Supposons que X =M et que a(-,-) vérifie en outre la condition de coercivité suivante :
Iy > 0:alv,v) > ~|v||%, Vv € X. (3.10)

Il est immédiat alors que a(-,-) vérifie les deuz conditions (3.5) et (3.9) qui est équivalente
a (8.6). Ceci montre bien que le théoréme 3.2 et une généralisation du théoréme de Laz-

Milgram.
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Corollaire 3.3. Sous les conditions générales du théoréme de Babuska, la forme a(-,-)

vérifie en outre

sup a(v, u) = B pllar; Vi € M.

vl x =1
Démonstration.

Soit p € M, si =0, a(v,u) =0, il n’y a rien & montrer. On peut supposer que p # 0.

Le théoreme 3.2 permet d’affirmer qu’il existe w € X tel que
Aw = p, (3.11)

avec w vérifiant :
1
Jw]|x < BHN”M- (3.12)

w
flwllx

Comme w # 0, on peut poser v = d’aprés le théoréme de Riez :

w

a(ku) = (Aval’b)M = (AHw”X”u)My
Or
w 1 1 1
(A )y = (Aw, ) = 7= ) = —— |l
[wllx [wllx [w|x Jwllx "
D’ou
1 2
a(v, ) = W“MHND
grace a (3.12) on a :
1 1
Jwllx = lellar’

1
el —— = Bl
Mlwl x
donc :
a(v, p) > Bllpllar, Ve € M.

Corollaire 3.4. Sous les conditions générales du théoréme de Babuska, pour tout x € X',
le probleme

Trouver A € M,Yv € X :
(3.13)
a(v, \) = xv,

posséde une solution et une seule vérifiant

1
[Allar < BHX\|X’~
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Démonstration.
En posant :
ap,v) = a(v, p),
on définit une forme bilinéaire continue sur M x X qui vérifie suite au corollaire 3.3 :

sup a(p,v) = Bllplla, Y € M. (3.14)

ol x=1

et grace a la condition in f-sup (3.5), on a

Vo € X;|lvl|lx =1; sup a(u,v) = sup a(v,p) > > 0.
el ar=1 [l ar=1

i.e. la condition (3.6) pour la forme bilinéaire a.

Le théoréeme de Babuska permet de conclure. |

3.2 La théorie de Brezzi : le probléme de point selle

Les formulations mixtes que nous avons introduites ci-dessus sont toutes décrites pour

le cadre général suivant :
On se donne X et M deux espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires
a: XXX —R,

b: X x M — R,

continues respectivement sur X x X et X x M, i.e:
AM, : a(u,v)| < My||ullx||v]x, Vu,v € X, (3.15)

AMy = [b(v, @) < My[|vllx|[llar, Vo € X,V € M. (3.16)

Pour tout L € X' et x € M’, on considére le probléme dit probléme de point-selle

suivant :
Trouver (u,\) € X x M :

a(u,v) + b(v,\) = Lv,Yv € X, (3.17)
b(u, ) = xp, Yy € M.

La théorie de Brezzi a pour objet de déterminer des conditions sur les formes a(-,-) et

b(-,) et sur des sous-espaces de dimension finie X" x M" de X x M pour que d’abord le
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probléme (3.17) soit bien posé (existence et unicité), que le probléme approché défini sur
X" x M" soit aussi bien posé (existence et unicité) et que Uerreur ||u—u”|x + || A = A*|
soit bornée par 'erreur d’approximation inf ,n ,mexnam{[|u—v"| x 4+ |A = p"||ar} comme

dans les méthodes de Galerkin standard.

Examinons d’abord la situation purement algébrique donnée pour le cas ou X et M
sont de dimension finie. Dans ces conditions, en choisissant une base {e; ;z’f pour X et
une base {I;}!=7 pour M, on peut identifier X et M respectivement a I’espace R" et R™

des matrices colonnes a n et m lignes.

On a ainsi :

a(u,v) = v Au, A € R™", (3.18)

avec les éléments de la matrice A sont a(e;,e;), 1 <i<n,1<j<m.En effet :

Yu,v e X :
n n
a(u,v) = a(z uje;, Zviei)
j=1 i=1
n n
= ujale;, » vie;)
j=1 i=1
n n
= ZZujvia(ej, e;) (3.19)
j=1 i=1
(51 U1
en posant A = (a;;) = (a(e;,ej)) et u= | : ,o=1[ :
U, Un,
on a:
ayy .. Qip U1
v’ Au = (vy..0,)
Ap1 .. Gpn Unp,
n n
= U Z ayiu; + ... + v, Z Ay Us
=1 =1

= zn: zn: Q;;V;U; (320)
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d’aprés (3.19) et (3.20) donc :
a(u,v) = v Au.
De la méme maniére on peut écrire :
b(v,p) = p' Bv, B € R™", (3.21)
avec les éléments de la matrice B sont b(e;,[;), 1 <i<n,1<j<m. En effet :

Soit v e X |, u € M, alors :

b(v, 1) = (> vies, D i)
i—1 j=1
= Z vib(e;, Z 15l5)
i=1 Jj=1
=> ) vipb(esly) (3.22)

i=1 j=1
en posant :
U1 241
B = (by) = (blei,lj)) etv=| : |, p=
Un, Hom,
b1 bin U1
' Bo = (p-. i)
bml .o bmn Un

= M1 Z b1ivi + oo + fm Z i
i=1 i=1
= Z K Z bjﬂ/z'
=1 =1
=S b (3.23)

j=1 i=1
d’aprés (3.22) et (3.23) on aura :
b(v,p) = p' Bv, B € R™".

De méme, L et y sont respectivement des vecteurs de R" et R définies par :

Lv=v'fxp=un'g (3.24)
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Les éléments de f sont f; = L(e;), 1 <i<mn:

= (3.25)

Les éléments de g sont g; = x(l;), 1 <j<m

=u'g. (3.26)
En remplagant (3.18), (3.21) et (3.24) dans le probléme (3.17) on trouve :

v Au+\NTBv=v'f, Vv € X,

p' Bu=pu'g,Yue M,

on a :

AN Bv=v"BT\

Alors :
viAu+v BT A=v"f, Vv € X,
p'Bu=p'g,Vu € M.

Alors le systéme (3.17) se réécrit dans ce cas :

Au+BTA =¥,
(3.27)

Bu =g,
Supposons que le probléme (3.27) soit bien posé, i.e qu’il admette une solution et une
seule pour tout (f,g) € R™ x R™. Ceci revient en fait a supposer que :
A BT

det 40, (3.28)
B 0
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la matrice du systéme soit inversible.

I1 s’ensuit que les colonnes de BT (ot les lignes de B ) sont linéairement indépendantes

et donc que :
rg(B) = m. (3.29)

Remarque.

Comme rg(B) < m, la condition (3.29) montre que m < n. En effet,

on a par définition B € R™™ alors : rg(B) = min(m,n)

et on a rg(B) =m, alors : m < n.

Ceci montre qu'une méthode de Galerkin ot dim M" > dim X”(m > n) ne donnerait
méme pas un probléme discret bien posé.

La condition (3.29) est donc une condition nécessaire pour que le probléme (3.27) soit

bien posé. Elles s’exprime aussi de fagon équivalente par :
BT : M — X, (3.30)

est injective.
Retournons maintenant a la condition (3.28). On a :

A BT : : :
det = 0, alors la matrice est inversible.
B 0

Donc :

rg(B) = m = ker(B) = 0.

On a par définition :
V:={ve X;Bv=0} =kerB, (3.31)

En définissant la projection w : R — R™ qui a tout v € X, associe v sa projection sur

V ie.

T: X —V

v — 7. (3.32)

On identifie ™ & sa matrice. On a donc :
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B(mv) =0,Yv € X,
(Bm)v =0,Yv € X,
c’est a dire :
Br =0
D’ou
7' BT =0.
La condition (3.28) sera vérifiée si seulement si le seul (u, \) € X x M vérifiant
Au+ BTA =0, (3.33)
Bu =0, (3.34)

est 1’éléement (u, \) = (0,0). Soit un tel (u, A). Clairement, la condition (3.34) donne

donc :

alors :

D’o11, sachant que :

(car : 7' BT =

En effet :

u — T,

™ = U.

7 Au+7"B"A=7" Au,

0), on obtient alors la condition nécessaire :

Vue X, mu#0= 7' Aru # 0.

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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Bu=0=—ueV:mu=u.

Sachant que :
7 Au+7"B"A=7" Au,
on obtient

7l Au =0,

ce qui équivaut

Vue X, mu#0= 7' Aru # 0.

Montrons maintenant, que les deux conditions (3.30) et (3.37) sont suffisantes pour
que (3.28) soit vérifiée.
Soit de nouveau (u, \) € X x M tel que

Au+ BT) =0,
(3.38)
Bu =0,

et supposons les conditions (3.33) et (3.34) vérifiées on a :
Bu=0=uecV = 7u =u,
Alors si :

u#0= mu#0
— 7' Au # 0
— 7' Aurr + 7 BA # 0
donc u = 0. Il s’ensuit que :
B'™A=0. (3.39)
La condition (3.37) montre alors que : A = 0.
-

A B
(u, \) = (0,0) < det # 0.
B 0

Pour poser des conditions qui peuvent s’étendre en dimension infinie, on peut formuler
les deux conditions (3.30) et (3.37) sous la forme suivante. Le théoréme 3.1 montre que

la condition (3.30) s’écrit :

38> 0+ BT pullx > Bllallars Vi € M. (3.40)
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1Bu"|[x = vT BTy avec v=BTu/|Bpllx;

IBTpllx = (BTp)".B )"
(B"p) "B
(BTw)T.BTp)1/2
(BTM)T T
(B T B 2" "
=v".BTpu. (3.41)

Avec :

(BTp)" _(B'w)'

B = B BT E 1B ullx

BT

V= ——.
1B 7l x

Comume :

BT pllx > Bllullar, Vi € M,
v'Bp > Bllplla, Vi € M,
b(v, ) > Bllpllar, Vi € M,

avec :

v=BTu/| B pllx.

Comme |jv]| =1

38 >0: sup b(v,p) = bv, 1) = Bl|pl[nr-

llvllx=1

Alors :
38>0: sup b(v,p) = Bllpla- (3.42)

[lvllx=1

C’est la premiére condition de Brezzi. La seconde s’énonce :

Hi1H1f1 sup v Au > a > 0. (3.43)
ol =1 juj=1

Cette condition s’écrit en dimension quelconque,

Vi={ve X, bvu =0;Yue M} (3.44)
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(On dit par abus de langage que V' est le noyau de la forme b(-, -)).

Ja>0: sup a(u,v) > aful3Vu e X,
UV vl =1 (3.45)
Vv e V,||v]|x =1 alors sup a(u,v) >0,

flullx=1

(i.e a(-,-) vérifie sur V' les deux conditions de Babuska assurant qu’elle induit un

isomorphisme entre V et V).
Remarque.

e Dans la plupart des cas en pratique, la forme a(-,-) vérifie la condition plus forte de

coercivité sur V.

Ja>0:a(v,v) > alv|%; Vv e V. (3.46)

On a alors :

Lemme 3.5. Toute solution (u, \) du probléeme (3.17) vérifie

ue X:
a(u,v) = Lv,Yv €'V, (3.47)
b(u, ) = xp, Y € M.

De plus, sous les conditions (3.15), (3.16), (3.42) et (3.45) le probléme (3.47) posséde

une solution et une seule vérifiant :

1 1. M
< Z||L||lxr + = (=2
lullx < SIEle + 55

+ D)[|x|[ar- (3.48)

Démonstration.

Soit (u, A) une solution du probléme (3.17).
En prenant v € V, il vient que b(v, ) = 0, ceci montre la premiére partie du Lemme.
Comme V est un sous-espace fermé de X et V* est le sous-espace orthogonal & V, on

peut écrire donc que :

X=VeVvh (3.49)

On peut réécrire le probléme (3.47) sous la forme équivalente suivante, on pose :

u = ug+ut, (3.50)
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avec ug € V,ut € V=*.

On remplace dans le probléme (3.47)
a(ug +ut,v) = Lv,Yv €V,

a(ug,v) + a(u®,v) = Lv,Yv € V.
b(uo + u™, p) = xp, Y € M,

b(ug, p1) + b(u™, i) = xpu, Y € M.

On a uy € V donc b(ug, ) = 0. i.e :

b(u*, ) = xp,Vpu € M.

Soit u # 0 la condition inf-sup (3.43) montre qu’il existe : v # 0 tel que :

36 >0, sup b(v,u) > 5 >0,

vl x=1

Jv e X :b(v,u) >0,
il en résulte que :
vt # 0 et aussi : b(v, p) = b(ve + v, p)
= b(vo, i) + (v, 1)
b(vg, ) =0, avec vy € V

b(v, 1) = b(v*, )
bl 1 1

et ol

1
lo+lx

b(v™, )

v=1+v- = [vllx > [l ]x.

— vllx

Alors :
vl x

> 1.
lot [ x

Il s’ensuite que :

v:vL—i-vo.

i flullx =1 = [lorlx <1

b(v, ) > ——b(v, ).

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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1
— 1<
[0+ x
sup b(v,p) > sup n bt p) > sup b(v, p) > B|\wllar- (3.54)
ot flx=1 follx=1 [0t [lx Iollx=1

donc :

sup  b(v™, 1) > Bllpllar-

lotlix=1

La forme b(-, -) vérifie la condition inf-sup (3.5) du théoréme de Babuska sur I'espace

V+ x M, on a en outre :
Vol e VE VE#£0,3u€ M :b(v*h, u) #0. (3.55)

Le corollaire 3.3 montre que la condition (3.5) de Babuska est vérifiée pour tout v+ € V+

et donc il existe ut € V* tel que (3.52) et 'on a :
b(u™, ) = xp, Y € M,
sup b(ut, p) = sup xu,

el s =1

Blutllx < sup blut,pu)= sup xp= x|l
H““]\/I:l ||/1||1\4=1

Blutllx < llxlla,
1
lutllx < = lIxllar (3.56)
Alors le théoréme de Babuska permet d’affirmer que le probléme (3.51) admet une solution
et une seule vérifiant :

1
|luol|x < —  sup |LU—(1(UL,U)| (3.57)

vEVjv|| x =1

En effet :
a(ug,v) + a(u®,v) = Lv;Yo € V,

a(ug,v) = Lv — a(u™,v),
sup  |Lv —a(ut,v)| = sup a(ug,v) > allug|x,
vEVjo ) x =1 llvllx=1

sup  |Lv — a(u®, v)| > ojuol|x-

vEV]jy|| x =1

1
luollx <~ sup  [Lv —a(u",v)l

vEV]jv| x =1
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mais, pour ||v||x =1,
Lo — a(ut,v)| < || Lllx fJvllx + Mallwt || xlvllx,

on a :

u:uL+u0.

i

1
lu [l < ZlIxllar

L

1
Juoll < ~ sup Lo = alu, )],

lJullx < |luollx + [lut] x-

1 1 M,
< Sl + =l +

| x-

15} Q
< Silar + Ll + G )
< ML+ 5 + Dl (3.58)
Soit u la solution correspondant a (L, y) = 0. Il s’ensuit que u € V. Le théoréme de
Babuska permet d’affirmer que v = 0. |
On a alors :

Théoréme 3.6 (de Brezzi). Sous les conditions générales du lemme 3.5, pour tout (L, x) €

X' x M', le probleme (3.17) admet une solution et une seule avec X vérifiant :

M,

M, M,
Al <
(0%

7

1
+ )Ll + + DlIxla (3.59)

Démonstration.

Le lemme précédent nous raméne & déterminer A € M tel que :

b(v,\) = Lv — a(u,v), Vv € X. (3.60)

Comme L(vg) — a(u,vy) = 0,Vvy € V I'équation (3.60) est équivalente a :

b(vg + v, \) = L(vg + v*) — alu,vo +vh), Vot € V1
b(ve, \) + b(vH, \) = Loy + Lo+ — a(u,vo) — a(u, v>)
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b(vt, \) = Lot — a(u,vt), Yot € V* (3.61)

Les deux propriétés (3.54) et (3.55), nous permettent d’utiliser le théoréme de Babuska

pour affirmer I'existence de .

D’autre part on a :
b(vh, \) = Lot — a(u,vb)
’b(ULv )‘)‘ = ’LUJ_ - CL(U,’UJ')’

BlAIw < sup [b(v", M) = sup [Lv* —a(u,vb)],

flot||=1 ol x =1

Bl < sup |LUJ‘ — a(u, UJ‘>|,

”LevﬁluX:l
c’est & dire :
1
My <= sup Lot —a(u,vh)], (3.62)
BUJ-EVJ‘
oLl x=1
d’on :
1
[Allar < B(IILIIMf + Mo ||ul|x)
1 1 1 M,
< —(ID|lapr + My [=||Llxr + = (—2 +1 :
_B(H 2 + [aH | x +5( s Mixllar])
M 1 M, M
< 4 L + =22 41 . 3.63
< (St Il + 5 (0 + Dl (3.6

D’ou le résultat.

Soit alors (u, \) solution de (3.17) avec (L, x) = (0,0), I'unicité résulte par le lemme

3.5 pour u et par le théoréme de Babuska pour A. [ |

3.3 Approximation d’un probléme de type point selle

On est maintenant en mesure de donner des conditions générales sur des sous-espaces
de dimension finie X" x M" de X x M pour les quelles la méthode de Galerkin associée
va fonctionner de facon exactement similaire au cas standard. L’idée de cette méthode est

de construire des espace X" x M" tel que :
(XM x Mh) C (X x M),0 < h < hy.

lith:X, llth:M,
h—0

h—0
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et X;, et M, sont des dimensions finies.

Le probléme approché sera défini par :

Trouver (up, Ap) € Xp X My, :
a(“ha Uh) + b(vhy /\h) - L(Uh),vvh c Xh, (364)

b(un, pn) = x(pn), Viun, € My,
Soit donc pour 0 < h < hg une famille de sous-espace X x M" de X x M de dimension
finie vérifiant les conditions (de compatibilité) de Brezzi suivantes :

e condition inf-sup (uniforme)

BT >0:  sup b, ") > B ar, Vi € M Y0 < B < hy. (3.65)

S
e coercivité sur le noyau (uniforme)
V= ot e XM b0 ) = 0,vut € MM}, (3.66)

da* >0 sup a(u” ") > o ||u"| x, Yu" € VY0 < h < hy. (3.67)

vheVh |lvh| x=1
Il y a lieu de faire quelques remarques qui seront importantes en pratique.
Remarque.

e Dans le cas, comme celui du systéme de Stokes, ot la forme a(-,-) est coercive sur tout
Uespace X, la condition (3.67)est directement vérifice par le faite X" est un sous espace

de X.

e Dans le cas de la formulation mixte du probleme aux limites du 2™° ordre ou du systéeme

de Uélasticité, la forme a(-,-) est coercive sur V est non sur l’espace X.

Si la condition suivante est vérifiée

V" est un sous espace de V. (3.68)

La condition (3.67) est alors directement assurée par la condition de coercivité sur V.

On voit ainsi 'importance de la condition (3.68) dite condition de consistance forte.



3.3. Approximation d’un probléme de type point selle 35

Théoréme 3.7 (de Brezzi). Sous les deuz conditions de Brezzi (3.65)et (3.67), le pro-

bléme discret
(uh, A7)y € Xhx M™

a(ul, v") + b(v", \?) = Lo Vol € X", (3.69)
b(u, p) = xp", V" € M”,

Posséde une solution et une seule. De plus, il existe une constante ¢ indépendante de

h telle que, si (u, \) désigne la solution du probléme continue (3.17), on a :

lu—w"llx + A = Nlar < e(llu = 2"[lx + A = 0" lar), V(2" 0") € X" x M". - (3.70)

Démonstration.

Comme X" et M" sont des sous-espaces de dimension finie de X et M il sont fermés
respectivement dans X et M. Le théoréme général 3.7 donne alors I'existence et I'unicité
d’une solution pour le probléme (3.69). Soit maintenant (2", o) quelconque dans X" x M".
On a:

(ul — 2h A —oh)y e XM x M™:
a(u — z2h o) + b, AN — o) = a(u — 2" ) + b(o" X — oh); Vol € XTI (3.711)

b(uh — 2" uh) = b(u — 2", ph); vl € M*.

i.e (u" — 2" A" — o") est solution du probléme (3.69) avec :
Lo" = a(u — 2", v") +b(v", X — "), (3.72)
xp" = blu— 2"y, (3.73)

mals comme :

|Lo"| = [b(u — 2" ") + b(v", X — o)
|Lo"| < Mollu = 2"||x[[0"[lx + Ml[o"[[x 1A — " [[ar- (3.74)

et
Ixp"| = b(u — 2", u")|

el < Mallw — 2" [l ll1" |- (3.75)

Il résulte de (3.74) et (3.75) que :

1Ll ey < elllu = 2"[lx + 1A = o"{|ar) (3.76)
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Xl arny < e(llu = 2" x)- (3.77)

En effet :

Lh
Vol e XP - | L]

: < Cllu = 2"llx + 1A = " lla),
[0l x

pour : [|[o"| = 1,Vo" € X" |Lo"| < e(|ju — 2| x + [|A — o"]|m)

sup [ Lo < e(fJu = 2"[|x + A = 0" [lar)
ot f=1

1Ll ey < elllu = 2"[lx + 1A = o"[|ar)

De méme :
"

MRS VU L R TP
Par

Pour ||u"]|ar = 1,Vu* € M"
| < el —2")

sup | < eflu - 2"||x)

llh |l ar=1
Iy < ellu—2"|Ix)

. En appliquant les résultats généraux du théoréme 3.7, il vient que
lu® = 2" x + A" = o™ [lar < e(llu = 2"[x + X = o"|lm), (3.78)

oll ¢ est une constante ne dépendant que de M,, M,, o*, 5*. En effet :

M,

M, M,
N = o"ar < (s

a
< Ki|| L (xny + Kallxllarmy

1
+ E)HL”(X’%)’ + + 1)[Ix!l (arny

a*
< K([I L[l xny + [Ixllarmy ) tel que K = maz (K, Ka)
< K(2¢u— 2"||x + cfu — 2"||x)
= 2K ||u — 2|, + Ke|A — o™i

<ci(llu—2"|x +||A = o"||ar). ¢1 = maz(2cK, Kc).
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D’aprés le lemme 3.5 on a :

1 1 M,

h h a
Ju® — 2"||x < EHLH(X’L)’ + E( o + DIIx Il arny

< K| Ll xeny 4 Kallx || (arny

< K([I LNl xny + Ixllazny ) tel que K = max (K, Ks)

< K(2cllu = 2"[|x + A = o"||ar)

=< K(2cllu — 2"||x + KA = o"{|m)

< cy(fJlu— 2| x + ||N = 0™||ar)-tel que ¢ = max(2ke, ke).
lu® = 2"[lx + 1" = o"[[ar < exllu = 2"[[x + A = 0" [lar) + ea(llu = 2"[[x + A = 0" [|ar)

< et oolllu—2"x + A = o"llar)-

= 2l + N = 0*lar < el — 2 + 1A = o™ ar).

Le résultat s’obtient alors par I'inégalité triangulaire
lu = u"llx + A = Ml < flu = 2"lx + lu” = 2"llx + 1A = 0" + A" = 0" |n
< Cllu = 2"[lx + 1A = 0" lar) + (lu = 2"[lx + [|A = o"[|ar)
= (c+D(flu = 2"x + 1A= o"[la),
lu = u"llx + A = A < Clllu = 2"[lx + [ = a"|la)- (3.79)

Supposons que la famille { X" x M"}o-,<p, approche X x M au sens usuel des méthode

mixte d’élément finis
Il existe W C X et p, € L(W, X")
lw = prwllx < o (R)[[wllw; Vw e W (3.80)
hligloél(h) =0

Il existe N C M et y, € L(N,M")
A = Al < 62(R)[|A[[v; VA € N (3.81)
hlinocb(h) =0.

On a alors, comme pour les méthodes mixte standard, le résultat du convergence suivant :

Théoréme 3.8. Sous les conditions précédentes, la solution du probléme discret (3.69)

converge vers la solution du probléme exact (3.17) lorsque h tend vers 0, i.e. :

lim (|Ju — u"|[x + [|A = A||[ar) = 0. (3.82)
h—0
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Démonstration.

Soit € > 0. Fixons (z,0) € W x N tel que :

£

lu = 2llx + A = allar < 5. (3.83)
c
O ¢ est la constante intervenant dans Uestimation (3.70). Comme
Iz = pnzllx + llo = wmollar < ai(h)l[zllw + d2(h) o]l = d(h) (3.84)
et donc hlimoé(h) =0, il existe h* tel que pour 0 < h <h*, on ait :
—
£

Iz = przllx + llo = molla < o~ (3.85)

~ 2

D’apre le lemme de céa il vient que :

Ju—u"lx + A= Nlm < c(lu—zllx + |2 = przllx + 1A = ollsr + lo = ollm)

§C<5 €

2—0—"2—6):6.

|
Comme nous I'avons souligné ci-dessus, la condition (3.67) résulte généralement de
propriétés de coercivité de la forme a(-, ). En pratique, ¢’est souvent la condition inf-sup

qui est la plus difficile & satisfaire et a vérifier. Le critére suivante du a Fortin est souvent

utile.

Théoréme 3.9 (Fortin). Supposons que la condition inf-sup continue (3.42) soit vérifiée

et qu’il existe Ty, € L(X, X") vérifiant :
Iy >0 ||Thollx < vljv]|x: Vo € X,Vh,0 < h < hy. (3.86)

b(Tho, u") = b(v, u"), vu" € M". (3.87)
Alors, la condition inf-sup uniforme (3.65) est vérifier avec f* = g

Démonstration.

Soit u" € M" : ph # 0. La condition inf-sup continue montre qu’il existe v € X tel
que |[v||x =1 et b(v, u*) > 0. La condition (3.87) montre que Tjv # 0.

L’inégalité (3.86) nous donne dans ce cas :

[ Thol|x < 7.
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Alors :
! b(Thv, pu) > 1b( ")
U, = —0U, W
[ Thollx v
Il s’ensuit que :
ho h 1 h By
sup bV, ") > — sup b(v,u") > —[|p||m (3.88)
vheXh |lvh|| x=1 7 vllx=1 g



Chapitre 4

Application au probléme de Stokes

On rappelle le probléme de Stokes avec condition de Dirichlet homogéne défini par :

—vAu+ Vp = f dans €,
div u = 0 dans €2, (4.1)

u=0surl.

On a vu dans le chapitre 2, que le probléme (4.1) peut ainsi étre réécrit sous forme du

probléme mixte suivant :

Trouver (u,p) € X x M,V(v,q) € X x M :

a(u,v) + b(v,p) = Lo, (4.2)
b(v,q) = 0.
Avec :
X = H;(Q,RY) , M = L*(Q)/R. (4.3)
a(u,v) = 1// Vu : Vv dSQ, (4.4)
Q
b(v,p) = — /Qp div v d2, (4.5)
et
Lv = / fov dQ. (4.6)

Nous allons chercher a montrer que (4.2) admet une solution unique. Pour cela on va

introduira le lemme suivant :

40
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Lemme 4.1. I existe une constante C > 0 telle que pour tout p € L*(Y), il existe
v e HYQ) qui vérifie :

div v =p dans €,

(4.7)
[0l @) < Cllpllr20)-
De plus si p € L3(2), alors on peut prendre que v € HJ(S2).
Démonstration. Voir par exemple [5]. [

Cela nous améne a démontrer la condition inf-sup de Babuska-Brezzi nécessaire pour

assurer I'existence et 1'unicité du probléeme (4.2) :

Proposition 4.2. La forme b(-,-) définie en (4.5) vérifie la condition inf-sup de Brezzi

sur X x M, c’est a dire :

38 >0: sup b(v,q) > Bllqllr2@).V ¢ € M. (4.8)

o]l x=1
Démonstration.

Soit ¢ € M. D’aprés le lemme 4.1, il existe w € X tel que :

q=—divw et |u|x <Clgllrzq

b(w, q) :—/ q div w dx
Q

= / ¢dx.
Q

b(w, q) = 14l 720

On a alors :

D’autre part comme : ||w||x < C||q||r2(q), on a
1 1 1
R Z —_—
lwll x = Cllgllzz

donc :

1 1 1 1
T bw,q) > Zi———b(w. q) = = |gllr2(0)-
wll x C allzz ¢
Par conséquent, la forme b(-,-) vérifie la condition inf-sup avec § = % > 0, ou C est la

constante du lemme 4.1.

Reste a vérifier la coercivité de la forme bilinéaire a(-, -). [
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Théoréme 4.3. Le probleme (4.2) admet une solution unique (u,p) € X x M.

Démonstration.

Soit v € X, par définition :

a(v,v) = I//Q(VU)QCZQ

= V|U|?,Q
> c|[v]|7 ( grace & Dinégalité de Poincaré). (4.10)
Donc af(-,-) est coercive sur 'espace X. [ |

En particulier, elle I'est sur V C X, avec :
Vi={veX; bv,q) =0,Yqge M}.

Le théoréme de Babuska-Brezzi permet de conclure que le probléme de Stokes admet une

solution unique.
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